
+ëࡷĆĮ ࡇߟߢߡߠ �ƚżɾʕɟƚ ߟ
�ʕȀɾǞɔȀƚ �ǞȘƚŏɟ áƚǃɟƚɯɯǞȩȘ

�ĮĆ ÷ŏȘƇȩȘ ëżǕȩȩȀ ȩǀ CȘǃǞȘƚƚɟǞȘǃࡈ Úɟȩǀࡏ +ǕɟǞɯɾȩɔǕƚɟ �ʕɯżȩ

ߝ



̐Ύϟξχ̥ ˨̙ͻ͖;

ࡄ _Ǟɟɯɾ Ȁŏų ŏɯɯǞǃȘȒƚȘɾ Â��ϡ­Ðïã°É¨ϡÜ�ßê°�Âϙ°ÜāÉ�
Ƈʕƚ ɾȩȒȩɟɟȩʶࡈ ųʿ ȒǞƇȘǞǃǕɾࡏ

ࡄ _Ǟɟɯɾ ʶɟǞɾɾƚȘ ŏɯɯǞǃȘȒƚȘɾ Ƈʕƚ ĦƚƇȘƚɯƇŏ ʿࡈ ųʿ ȒǞƇȘǞǃǕɾࡏ
ࡄ %ߜߝ ƚʾɾɟŏ żɟƚƇǞɾ Ǟǀ ʿȩʕ ʕɯƚ �ŏ÷ƚĭ ʲƚɟȀƚŏǀ°࡫ Ǟɯ ƚŏɯʿ࡬ ȩɟ
�ŏɟǺƇȩʶȘ v࡫ ʕɯƚ ÷ʿɔȩɟŏ࡬ ɾȩ ɾʿɔƚɯƚɾ ʿȩʕɟ ŏɯɯǞǃȘȒƚȘɾࡏ

ߞ

t e e .



ξ̥ͻ͖;̙̥ξࡇ χϟθ̥ξϻ͖χ̥̙ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

÷ɟŏǞȘǞȘǃ 4ŏɾŏɯƚɾࡇ

ࡄ bǞʲƚȘ ǞȘɔʕɾ ɔŏǞɟɯ (ʾߝ, ʻߝ), . . . , (ʾȗ, ʻȗ)ࡏ
ࡄ CŏżǕ ʾǝ Ǟɯ ŏȘ ǞȘɔʕɾ Ƈŏɾŏ ɔȩǞȘɾ ɾǕƚ࡫ ɔɟƚƇǞżɾȩɟࡏ࡬
ࡄ CŏżǕ ʻǝ Ǟɯ ŏ żȩȘɾǞȘʕȩʕɯ ȩʕɾɔʕɾ ʲŏɟǞŏųȀƚ ɾǕƚ࡫ ɾŏɟǃƚɾࡏ࡬

°ųǲƚżɾǞʲƚࡇ

ࡄ mŏʲƚ ɾǕƚ żȩȒɔʕɾƚɟ ŏʕɾȩȒŏɾǞżŏȀȀʿ ˙ȘƇ ɯȩȒƚ ǀʕȘżɾǞȩȘ ƿ(ʾ)
ɯʕżǕ ɾǕŏɾ ƿ(ʾǝ) Ǟɯ żȀȩɯƚ ɾȩ ʻǝ ǀȩɟ ɾǕƚ ǞȘɔʕɾ Ƈŏɾŏࡏ

ߟ



̥Ѕ˨ͻθͱ̥ ͂ξΎͻ ͱ˨χϑ ̐ͱ˨χχ

ÚɟƚƇǞżɾ ȒǞȀƚɯ ɔƚɟ ǃŏȀȀȩȘ ȩǀ ŏ ʲƚǕǞżȀƚ ǃǞʲƚȘ ǞȘǀȩɟȒŏɾǞȩȘ ŏųȩʕɾ
Ǟɾɯ ƚȘǃǞȘƚࡕȒŏǺƚࡕŏǃƚࡕƚɾżࡏ

ߠ



̥Ѕ˨ͻθͱ̥ ͂ξΎͻ ͱ˨χϑ ̐ͱ˨χχ

4ŏɾŏɯƚɾࡇ
ࡄ ,ߝʺ . . . , ʺȗ ∈ R Ǖȩɟɯƚɔȩʶƚɟɯ࡫ ȩǀ ȗ żŏɟɯ ࡵ ɾǕǞɯ Ǟɯ ɾǕƚ
ɔɟƚƇǞżɾȩɟࡕǞȘƇƚɔƚȘƇƚȘɾ ʲŏɟǞŏųȀƚ࡬

ࡄ ʻߝ, . . . , ʻȗ ∈ R �Úb࡫ ࡵ ɾǕǞɯ Ǟɯ ɾǕƚ ɟƚɯɔȩȘɯƚࡕƇƚɔƚȘƇƚȘɾ
ʲŏɟǞŏųȀƚ࡬

ߡ



χϟθ̥ξϻ͖χ̥̙ ͱ̥˨ξ;͖;͇ ͂ξ˨ͻ̥ϾΎξͬ

ĦǕŏɾ ŏɟƚ ɾǕƚ ɾǕɟƚƚ żȩȒɔȩȘƚȘɾɯ ȘƚƚƇƚƇ ɾȩ ɯƚɾʕɔ ŏ ɯʕɔƚɟʲǞɯƚƇ
ȀƚŏɟȘǞȘǃ ɔɟȩųȀƚȒࡐ

ࡏߝ

ࡏߞ

ࡏߟ

ߢ

Goal: 14in l o s s
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χϟθ̥ξϻ͖χ̥̙ ͱ̥˨ξ;͖;͇ ̙̥͖͂;͖ϑ͖Ύ;χ

ࡄ �ȩƇƚȀ ƿθ(ʺ)ࡇ +Ȁŏɯɯ ȩǀ ƚɛʕŏɾǞȩȘɯ ȩɟ ɔɟȩǃɟŏȒɯ ʶǕǞżǕ Ȓŏɔ ǞȘɔʕɾ ʺ
ɾȩ ɔɟƚƇǞżɾƚƇ ȩʕɾɔʕɾࡏ Ħƚ ʶŏȘɾ ƿθ(ʺǝ) ≈ ʻǝ ǀȩɟ ɾɟŏǞȘǞȘǃ ǞȘɔʕɾɯࡏ

ࡄ �ȩƇƚȀ ÚŏɟŏȒƚɾƚɟɯ θࡇ ģƚżɾȩɟ ȩǀ ȘʕȒųƚɟɯࡏ ÷Ǖƚɯƚ ŏɟƚ ȘʕȒƚɟǞżŏȀ
Șȩųɯ ʶǕǞżǕ ɔŏɟŏȒƚɾƚɟǞˌƚ ȩʕɟ żȀŏɯɯ ȩǀ ȒȩƇƚȀɯࡏ

ࡄ �ȩɯɯ _ʕȘżɾǞȩȘ �(θ)ࡇ �ƚŏɯʕɟƚ ȩǀ Ǖȩʶ ʶƚȀȀ ŏ ȒȩƇƚȀ ˙ɾɯ ȩʕɟ Ƈŏɾŏࡏ
÷ʿɔǞżŏȀȀʿ ɯȩȒƚ ǀʕȘżɾǞȩȘ ȩǀ ƿθ(ʺߝ)− ʻߝ, . . . , ƿθ(ʺȗ)− ʻȗ

bȩŏȀࡇ +Ǖȩȩɯƚ ɔŏɟŏȒƚɾƚɟɯ θ∗ ʶǕǞżǕ ȒǞȘǞȒǞˌƚ ɾǕƚ �ȩɯɯ _ʕȘżɾǞȩȘࡇ

θ∗ = ŏɟǃȒǞȘ
θ

�(θ)

ߣ



ͱ͖;̥˨ξ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

�ǞȘƚŏɟ áƚǃɟƚɯɯǞȩȘ

ࡄ �ȩƇƚȀࡇ ƿβߜ,βߝ(ʺ) = βߜ + βߝ · ʺ

ࡄ �ȩƇƚȀ ÚŏɟŏȒƚɾƚɟɯࡇ βߜ,βߝ

ࡄ �ȩɯɯ _ʕȘżɾǞȩȘࡇ �(βߜ,βߝ) =
∑ȗ

ǝ=ߝ |ʻǝ − ƿβߜ,βߝ(ʺǝ)|ߞ

bȩŏȀࡇ +Ǖȩȩɯƚ βߜ,βߝ ɾȩ ȒǞȘǞȒǞˌƚ
�(βߜ,βߝ) =

∑ȗ
ǝ=ߝ |ʻǝ − βߜ − βߝʺǝ|ࡏߞ

ߤ



ͻ͖;͖ͻ͖В͖;͇ χμϟ˨ξ̥̙ ͱΎχχ ͂Ύξ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

+ȀŏǞȒࡇ �(βߜ,βߝ) Ǟɯ ȒǞȘǞȒǞˌƚƇ ʶǕƚȘࡇ

ࡄ βߝ = σʺʻ/σߞʺ
ࡄ βߜ = ¯̒− βߝ¯̋

ĦǕƚɟƚࡇ

ࡄ �ƚɾ ¯̒ = ߝ
ȗ
∑ȗ

ǝ=ߝ ʻǝࡏ ¯̒ Ǟɯ ɾǕƚ ȒƚŏȘ ȩǀ ʻࡏ
ࡄ �ƚɾ ¯̋ = ߝ

ȗ
∑ȗ

ǝ=ߝ ʺǝࡏ ¯̒ Ǟɯ ɾǕƚ ȒƚŏȘ ȩǀ ࡏʺ
ࡄ �ƚɾ σߞʺ = ߝ

ȗ
∑ȗ

ǝ=ߝ(ʺǝ − ࡏߞ(̋¯ σߞʺ Ǟɯ ɾǕƚ ʲŏɟǞŏȘżƚ ȩǀ ࡏʺ
ࡄ �ƚɾ σʺʻ = ߝ

ȗ
∑ȗ

ǝ=ߝ(ʺǝ − ¯̋)(ʻǝ − ࡏ(̒¯ σʺʻ Ǟɯ ɾǕƚ żȩʲŏɟǞŏȘżƚࡏ

�ȩɾƚࡇ °ȘȀʿ ǃȩɾ ŏ ȘǞżƚ żȀȩɯƚƇ ǀȩɟȒ ɯȩȀʕɾǞȩȘ ɾǕŏȘǺɯ ɾȩ ȩʕɟ
żǕȩǞżƚ ȩǀ Ȁȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘࡏ

ߥ

- -
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˨ ̥͂Ͼ ̐Ύͻͻ̥;ϑχ

�ƚɾ �ȒǞȘ = ȒǞȘβߜ,βߝ �(βߜ,βߝ)ࡏ

Úߞ = −ߝ �ȒǞȘ
ȗσߞʻ

Ǟɯ ƚʾŏżɾȀʿ ɾǕƚ Úߞ ʲŏȀʕƚ ʿȩʕ Ȓŏʿ ɟƚȒƚȒųƚɟ ǀɟȩȒ ɯɾŏɾǞɯɾǞżɯࡏ ࡏŏࡏǺࡏ�
ɾǕƚ żȩƚǀ˙żǞƚȘɾࢅ ȩǀ ƇƚɾƚɟȒǞȘŏɾǞȩȘࡏࢆ

÷Ǖƚ ɯȒŏȀȀƚɟ ɾǕƚ Ȁȩɯɯࡈ ɾǕƚ żȀȩɯƚɟ Úߞ Ǟɯ ɾȩ ࡈߝ ʶǕǞżǕ ȒƚŏȘɯ ʶƚ
Ǖŏʲƚ ŏ ųƚɾɾƚɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ˙ɾࡏ

ߜߝ

= mm:p,
¥2
, lyi-B=¥:L'

O ECO,13
# E t data posts

Bon. I = t.E.si
Loss (Bo,B , )

hung £ 46,2
= n o 602

B ,- - O -
EEly i -J )-



˨ ̥͂Ͼ ̐Ύͻͻ̥;ϑχ

�ŏȘʿ ɟƚŏɯȩȘɯ ʿȩʕ ȒǞǃǕɾ ǃƚɾ ŏ ɔȩȩɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ˙ɾࡇ

ߝߝ

variance "model mispecification"

^

outliers



˨ ̥͂Ͼ ̐Ύͻͻ̥;ϑχ

ëȩȒƚ ȩǀ ɾǕƚɯƚ ŏɟƚ ˙ʾŏųȀƚࡋ

ࡄ áƚȒȩʲƚ ȩʕɾȀǞƚɟɯࡈ ʕɯƚ Ȓȩɟƚ ɟȩųʕɯɾ Ȁȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘࡏ
ࡄ �ȩȘࡷȀǞȘƚŏɟ ȒȩƇƚȀ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒŏɾǞȩȘࡏ

_Ǟɾ ɾǕƚ ȒȩƇƚȀ ߝ
Ȓɔǃ ≈ βߜ + βߝ · Ǖȩɟɯƚɔȩʶƚɟࡏ

ߞߝ

•
j , = f , J i
y i . Yo,

X i



;Ύ;ͱ͖;̥˨ξ ϑξ˨;χ͂Ύξͻ˨ϑ͖Ύ;

_Ǟɾ ɾǕƚ ȒȩƇƚȀ ߝ
Ȓɔǃ ≈ βߜ + βߝ · Ǖȩɟɯƚɔȩʶƚɟࡏ

ࡄ ëƚɾ ,ߝ̒˜ . . . , ˜̒ȗ = ,ߝʻ/ߝ . . . , ࡏʻȗ/ߝ
ࡄ �ƚŏɟȘ ǀʕȘżɾǞȩȘ ƿ ɯʕżǕ ɾǕŏɾ ƿ(ʾǝ) ɔɟƚƇǞżɾɯ ˜̒ǝࡏ
ࡄ ÚɟƚƇǞżɾ ƿ(ʾǝ)/ߝ ŏɯ �Úb ǀȩɟ żŏɟ ǝࡏ

ߟߝ



;Ύ;ͱ͖;̥˨ξ ϑξ˨;χ͂Ύξͻ˨ϑ͖Ύ;

_Ǟɾ ɾǕƚ ȒȩƇƚȀ ߝ
Ȓɔǃ ≈ βߜ + βߝ · Ǖȩɟɯƚɔȩʶƚɟࡏ

ࡄ ëƚɾ ,ߝ̒˜ . . . , ˜̒ȗ = ,ߝʻ/ߝ . . . , ࡏʻȗ/ߝ
ࡄ �ƚŏɟȘ ǀʕȘżɾǞȩȘ ƿ ɯʕżǕ ɾǕŏɾ ƿ(ʾǝ) ɔɟƚƇǞżɾɯ ˜̒ǝࡏ
ࡄ ÚɟƚƇǞżɾ ƿ(ʾǝ)/ߝ ŏɯ �Úb ǀȩɟ żŏɟ ǝࡏ

�ʕżǕ ųƚɾɾƚɟ ˙ɾࡈ ɯŏȒƚ ƚʾŏżɾ ȀƚŏɟȘǞȘǃ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒࡋ
ߠߝ



ͻϟͱϑ͖θͱ̥ ͱ͖;̥˨ξ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

ÚɟƚƇǞżɾ ɾŏɟǃƚɾ ʻ ʕɯǞȘǃ ȒʕȀɾǞɔȀƚ ǀƚŏɾʕɟƚɯࡈ ɯǞȒʕȀɾŏȘƚȩʕɯȀ ʿࡏ

�ȩɾǞʲŏɾǞȘǃ ƚʾŏȒɔȀƚࡇ ÚɟƚƇǞżɾ ƇǞŏųƚɾƚɯ ɔɟȩǃɟƚɯɯǞȩȘ ǞȘ ɔŏɾǞƚȘɾɯ
ŏǀɾƚɟ ߝ ʿƚŏɟ ųŏɯƚƇ ȩȘ ǕƚŏȀɾǕ ȒƚɾɟǞżɯࡏ �ƚŏɯʕɟƚƇ࡫ ʲǞŏ ȘʕȒƚɟǞżŏȀ
ɯżȩɟƚ࡬ࡏ

_ƚŏɾʕɟƚɯࡇ �ǃƚࡈ ɯƚʾࡈ ųȩƇʿ Ȓŏɯɯ ǞȘƇƚʾࡈ ŏʲƚɟŏǃƚ ųȀȩȩƇ ɔɟƚɯɯʕɟƚࡈ
ɯǞʾ ųȀȩȩƇ ɯƚɟʕȒ ȒƚŏɯʕɟƚȒƚȘɾɯ ࡏǃࡏƚ࡫ żǕȩȀƚɯɾƚɟȩȀࡈ ȀǞɔǞƇ ȀƚʲƚȀɯࡈ
ǞɟȩȘࡈ ƚɾż࡬ࡏ

4ƚȒȩ ǞȘ ��ÈÐ΁ϡ�°���ê�ãϙ°ÜāÉࡏ�

ߡߝ



ͱ͖̊ξ˨ξ͖̥χ ͂Ύξ ϑ͖͑χ ̙̥ͻΎ

vȘɾɟȩƇʕżǞȘǃ ëżǞǺǞɾ �ƚŏɟȘࡏ

ߢߝ



χ͖͖̐ͬϑ ͱ̥˨ξ;

Úɟȩɯࡇ

ࡄ °Șƚ ȩǀ ɾǕƚ Ȓȩɯɾ ɔȩɔʕȀŏɟ ࢆɾɟŏƇǞɾǞȩȘŏȀࢅ �� ȀǞųɟŏɟǞƚɯࡏ
ࡄ �ŏȘʿ ųʕǞȀɾ ǞȘ ȒȩƇƚȀɯ ǀȩɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡈ żȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘࡈ
ƇǞȒƚȘɯǞȩȘŏȀǞɾʿ ɟƚƇʕżɾǞȩȘࡈ ƚɾżࡏ

ࡄ Cŏɯʿ ɾȩ ʕɯƚࡈ ʶȩɟǺɯ ʶǞɾǕ ࡈࢇȘʕȒɔʿࢇ ࡈࢇɯżǞɔʿࢇ ȩɾǕƚɟ ȀǞųɟŏɟǞƚɯ ʶƚ ʕɯƚࡏ
ࡄ bɟƚŏɾ ǀȩɟ ɟŏɔǞƇ ɔɟȩɾȩɾʿɔǞȘǃࡈ ɾƚɯɾǞȘǃ ȒȩƇƚȀɯࡏ

+ȩȘɯࡇ

ࡄ CʲƚɟʿɾǕǞȘǃ Ǟɯ ʲƚɟʿ ࡇࢆųȩʾࡷųȀŏżǺࢅ ƇǞǀ˙żʕȀɾ ɾȩ Ƈƚųʕǃࡈ ʕȘƇƚɟɯɾŏȘƇ
ʶǕʿ ȒȩƇƚȀɯ ŏɟƚȘ࢈ɾ ʶȩɟǺǞȘǃࡈ ɯɔƚƚƇ ʕɔ żȩƇƚࡈ ƚɾżࡏ

ࡄ Įȩʕ ʶǞȀȀ ȀǞǺƚȀʿ ʶŏȘɾ ɾȩ ƇǞʲƚ Ƈƚƚɔƚɟ ɾǕŏȘ ɾǕƚ ųʕǞȀɾࡷǞȘ ǀʕȘżɾǞȩȘɯ
ǀȩɟ ʿȩʕɟ ɔɟȩǲƚżɾࡏ ߣߝ



χ͖͖̐ͬϑ ͱ̥˨ξ;

�ȩƇʕȀƚɯ ʕɯƚƇࡇ

ࡄ ��ê�ã�êã ȒȩƇʕȀƚ żȩȘɾŏǞȘɯ ŏ ȘʕȒųƚɟ ȩǀ ɔɟƚࡷȀȩŏƇƚƇ
Ƈŏɾŏɯƚɾɯࡏ ëŏʲƚɯ ɾǞȒƚ ȩʲƚɟ ƇȩʶȘȀȩŏƇǞȘǃ ŏȘƇ ǞȒɔȩɟɾǞȘǃ
ʶǞɾǕ Ü�É��ãࡏ

ࡄ Â°É��ßϡÈÐ��Â żŏȘ ųƚ ʕɯƚƇ ɾȩ ɯȩȀʲƚ �ʕȀɾǞɔȀƚ �ǞȘƚŏɟ
áƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡏ � ųǞɾ ȩʲƚɟǺǞȀȀ ǀȩɟ ɾǕǞɯ ɯǞȒɔȀƚ ȒȩƇƚȀࡈ ųʕɾ ǃǞʲƚɯ
ʿȩʕ ŏȘ ǞƇƚŏ ȩǀ ã¿Â��ßÉ࢈ɯ ǃƚȘƚɟŏȀ ɯɾɟʕżɾʕɟƚࡏ

ߤߝ



ϑ̥͑ ̙˨ϑ˨ ͻ˨ϑξ͖Ѕ

÷ŏɟǃƚɾ ʲŏɟǞŏųȀƚࡇ

ࡄ ëżŏȀŏɟɯ ʻߝ, . . . , ʻȗ ǀȩɟ ȗ Ƈŏɾŏ ƚʾŏȒɔȀƚɯ ࡏŏࡏǺࡏŏ࡫ ɯŏȒɔȀƚɯࡏ࡬

ÚɟƚƇǞżɾȩɟ ʲŏɟǞŏųȀƚɯࡇ

ࡄ Ɔ ƇǞȒƚȘɯǞȩȘŏȀ ʲƚżɾȩɟɯ ʾߝ, . . . , ʾȗ ǀȩɟ ȗ Ƈŏɾŏ ƚʾŏȒɔȀƚɯ ŏȘƇ Ɔ
ǀƚŏɾʕɟƚɯ

ߥߝ

-

fit e x



ϑ̥͑ ̙˨ϑ˨ ͻ˨ϑξ͖Ѕ

÷ŏɟǃƚɾ ʲŏɟǞŏųȀƚࡇ

ࡄ ëżŏȀŏɟɯ ʻߝ, . . . , ʻȗ ǀȩɟ ȗ Ƈŏɾŏ ƚʾŏȒɔȀƚɯ ࡏŏࡏǺࡏŏ࡫ ɯŏȒɔȀƚɯࡏ࡬

ÚɟƚƇǞżɾȩɟ ʲŏɟǞŏųȀƚɯࡇ

ࡄ Ɔ ƇǞȒƚȘɯǞȩȘŏȀ ʲƚżɾȩɟɯ ʾߝ, . . . , ʾȗ ǀȩɟ ȗ Ƈŏɾŏ ƚʾŏȒɔȀƚɯ ŏȘƇ Ɔ
ǀƚŏɾʕɟƚɯ

ߜߞ



ͻϟͱϑ͖θͱ̥ ͱ͖;̥˨ξ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

4ŏɾŏ ȒŏɾɟǞʾ ǞȘƇƚʾǞȘǃࡇ

ĭ =





ʾߝߝ ʾߞߝ . . . ʾߝƆ
ʾߝߞ ʾߞߞ . . . ʾߞƆ
ʾߝߟ ʾߞߟ . . . ʾߟƆ
ࡏࡏࡏ ࡏࡏࡏ ࡏࡏࡏ
ʾȗߝ ʾȗߞ . . . ʾȗƆ





�ʕȀɾǞɔȀƚ �ǞȘƚŏɟ áƚǃɟƚɯɯǞȩȘ �ȩƇƚȀࡇ

ÚɟƚƇǞżɾ ʻǝ ≈ βߜ + βߝʾǝߝ + βߞʾǝߞ + . . .+ βƆʾǝƆ

÷Ǖƚ ɟŏɾƚ ŏɾ ʶǕǞżǕ ƇǞŏųƚɾƚɯ ɔɟȩǃɟƚɯɯ ƇƚɔƚȘƇɯ ȩȘ ȒŏȘʿ ǀŏżɾȩɟɯࡈ
ʶǞɾǕ ƚŏżǕ ǀŏżɾȩɟ ǕŏʲǞȘǃ ŏ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ ȒŏǃȘǞɾʕƇƚ ƚǀǀƚżɾࡏ

ߝߞ

← a x e
→ X -

X ,

a



ͻϟͱϑ͖θͱ̥ ͱ͖;̥˨ξ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

�ɯɯʕȒƚ ˙ɟɯɾ żȩȀʕȒȘɯ żȩȘɾŏǞȘɯ ŏȀȀ ࡏɯ࢈ߝ vǀ Ǟɾ ƇȩƚɯȘ࢈ɾ ŏɔɔƚȘƇ ȩȘ ŏ
żȩȀʕȒȘ ȩǀ ŏȀȀ ࡏɯ࢈ߝ

ĭ =





ʾߝߝ ʾߞߝ . . . ʾߝƆ
ʾߝߞ ʾߞߞ . . . ʾߞƆ
ʾߝߟ ʾߞߟ . . . ʾߟƆ
ࡏࡏࡏ ࡏࡏࡏ ࡏࡏࡏ
ʾȗߝ ʾȗߞ . . . ʾȗƆ




=





ߝ ʾߞߝ . . . ʾߝƆ
ߝ ʾߞߞ . . . ʾߞƆ
ߝ ʾߞߟ . . . ʾߟƆ
ࡏࡏࡏ ࡏࡏࡏ ࡏࡏࡏ
ߝ ʾȗߞ . . . ʾȗƆ





�ʕȀɾǞɔȀƚ �ǞȘƚŏɟ áƚǃɟƚɯɯǞȩȘ �ȩƇƚȀࡇ

ÚɟƚƇǞżɾ ʻǝ ≈ βߝʾǝߝ + βߞʾǝߞ + . . .+ βƆʾǝƆ

ߞߞ

O

= I
i

= b , t Buxi, t . . tbdX id



ͻϟͱϑ͖θͱ̥ ͱ͖;̥˨ξ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

Ćɯƚ ŏɯ ȒʕżǕ ȀǞȘƚŏɟ ŏȀǃƚųɟŏ ȘȩɾŏɾǞȩȘ ŏɯ ɔȩɯɯǞųȀƚࡋ

ࡄ �ȩƇƚȀࡇ

ࡄ �ȩƇƚȀ ÚŏɟŏȒƚɾƚɟɯࡇ

ࡄ �ȩɯɯ _ʕȘżɾǞȩȘࡇ

ߟߞ

y i = folk) = ( E i , B.) =
¥2
, Xi,

o B i

B

n

E.(Y i -Le i ,375

y ; % B ,X i , + Bat iz t . . . t B dX i ,



ͻϟͱϑ͖θͱ̥ ͱ͖;̥˨ξ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

�ǞȘƚŏɟ �ƚŏɯɾࡷëɛʕŏɟƚɯ áƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡏ

ࡄ �ȩƇƚȀࡇ

ƿβ(ʾ) = 〈ʾ,β〉

ࡄ �ȩƇƚȀ ÚŏɟŏȒƚɾƚɟɯࡇ

β = [βߝ,βߞ, . . . ,βƆ]

ࡄ �ȩɯɯ _ʕȘżɾǞȩȘࡇ

�(β) =
ȗ∑

ǝ=ߝ
|ʻǝ − 〈ʾǝ,β〉|ߞ

= ‖ʿ− ĭβ‖ߞߞ

ߠߞ



ͱ͖;̥˨ξ ˨ͱ͇̥̊ξ˨͖̐ ͂Ύξͻ Ύ͂ ͱΎχχ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;

ߡߞ

f !Xi ) : Lx i ,B ) Z y illwlb-i.tw#-
HwHi-.Ewi2-
E.*:.Ii!.t.""

i"
y e

1 1 a y 1111111-Lhs)
;§(Yi-LE,B ) )-←L o s s -EE,bi-RBI)'



ͱΎχχ ͻ͖;͖ͻ͖В˨ϑ͖Ύ;

�ŏżǕǞȘƚ ȀƚŏɟȘǞȘǃ ǃȩŏȀࡇ ȒǞȘǞȒǞˌƚ ɾǕƚ Ȁȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘ
�(β) : RƆ → Rࡏ

_ǞȘƇ ȩɔɾǞȒʕȒ ųʿ ƇƚɾƚɟȒǞȘǞȘǃ ǀȩɟ ʶǕǞżǕ β = [βߝ, . . . ,βƆ] ŏȀȀ
ɔŏɟɾǞŏȀ ƇƚɟǞʲŏɾǞʲƚɯ ŏɟƚ ࡏߜ vࡏƚࡏ ʶǕƚȘ Ƈȩ ʶƚ Ǖŏʲƚࡇ





∂�
∂βߝ
∂�
∂βࡏࡏࡏߞ
∂�
∂βƆ




=





ߜ
ߜ
. . .

ߜ





ߢߞ

0lb) =



͇ξ˨̙͖̥;ϑ

_ȩɟ ŏȘʿ ǀʕȘżɾǞȩȘ �(β) : RƆ → Rࡈ ∇�(β) Ǟɯ ŏ ǀʕȘżɾǞȩȘ ǀɟȩȒ
RƆ → RƆ Ƈƚ˙ȘƚƇࡇ

∇�(β) =





∂�
∂βߝ
∂�
∂βࡏࡏࡏߞ
∂�
∂βƆ





÷Ǖƚ ǃɟŏƇǞƚȘɾ ȩǀ ɾǕƚ Ȁȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘ Ǟɯ ŏ żƚȘɾɟŏȀ ɾȩȩȀ ǞȘ ȒŏżǕǞȘƚ
ȀƚŏɟȘǞȘǃࡏ Ħƚ ʶǞȀȀ ʕɯƚ Ǟɾ ŏǃŏǞȘ ŏȘƇ ŏǃŏǞȘࡏ

ߣߞ



͇ξ˨̙͖̥;ϑ

�ȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘࡇ

‖ʿ− ĭβ‖ߞߞ

bɟŏƇǞƚȘɾࡇ

ߞ− · ĭî(ʿ− ĭβ)

ߤߞ

X X t
Inxd) (dem)

((B)= x x x
(dxu)( uxd )=@xd)

-
D

(XX)"
(dad)

-2/11'-ly-XB) = 0 ( x x )- ' X ' c'dxn)

X t y = # B B=¥ tµ
( d a )( ux i ) =(dx1)



͇ξ˨̙͖̥;ϑ Ͼ˨ξͻϟθ

ߥߞ



͇ξ˨̙͖̥;ϑ ̙̥ξ͖ϻ˨ϑ͖Ύ;

�ȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘࡇ ‖ʿ− ĭβ‖ࡏߞߞ

ߜߟ



ͱΎχχ ͻ͖;͖ͻ͖В˨ϑ͖Ύ;

bȩŏȀࡇ ȒǞȘǞȒǞˌƚ ɾǕƚ Ȁȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘ �(β) = ‖ʿ− ĭβ‖ࡏߞߞ

ߞ− · ĭî(ʿ− ĭβ) = ߜ

ëȩȀʲƚ ǀȩɟ ȩɔɾǞȒŏȀ β∗ࡇ

ĭîĭβ∗ = ĭîʿ

β∗ =
(
ĭîĭ

ߝ−( ĭîʿ

ߝߟ



ͻϟͱϑ͖θͱ̥ ͱ͖;̥˨ξ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ; χΎͱϟϑ͖Ύ;

�ƚƚƇ ɾȩ żȩȒɔʕɾƚ β∗ = ŏɟǃȒǞȘβ ‖ʿ− ĭβ‖ߞߞ =
(
ĭîĭ

ߝ−( ĭîʿࡏ

ࡄ �ŏǞȘ żȩɯɾ Ǟɯ żȩȒɔʕɾǞȘǃ (ĭîĭ)−ߝ ʶǕǞżǕ ɾŏǺƚɯ ª(ȗƆߞ) ɾǞȒƚࡏ
ࡄ +ŏȘ ɯȩȀʲƚ ɯȀǞǃǕɾȀʿ ǀŏɯɾƚɟ ʕɯǞȘǃ ɾǕƚ ȒƚɾǕȩƇ
ÉïÈÜāϙÂ°É�Â¨ϙÂãêãÞࡈ ʶǕǞżǕ Ǟɯ ɟʕȘȘǞȘǃ ŏȘ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒ
ųŏɯƚƇ ȩȘ ßá ƇƚżȩȒɔȩɯǞɾǞȩȘࡏ

ࡄ _ȩɟ Ȁŏɟǃƚɟ ɔɟȩųȀƚȒɯࡈ żŏȘ ɯȩȀʲƚ ȒʕżǕ ǀŏɯɾƚɟ ʕɯǞȘǃ ŏȘ
ǝɺƙɛŏɺǝʮƙ ȑƙɺǔȧƆɫ ȀǞǺƚ ã�°ÜāϙãÜ�ßã�ϙÂ°É�Â¨ϙÂãÞßࡏ

ĦǞȀȀ ȀƚŏɟȘ Ȓȩɟƚ ŏųȩʕɾ ǞɾƚɟŏɾǞʲƚ ȒƚɾǕȩƇɯ ʶǕƚȘ ʶƚ ɯɾʕƇʿ
bɟŏƇǞƚȘɾ 4ƚɯżƚȘɾࡏ

ߞߟ

-



ϑ̥χϑ ІΎϟξ ͖;ϑϟ͖ϑ͖Ύ;

ĦǕŏɾ Ǟɯ ɾǕƚ ɯǞǃȘ ȩǀ βߝ ʶǕƚȘ ʶƚ ɟʕȘ ŏ ɯǞȒɔȀƚ ȀǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ
ʕɯǞȘǃ ɾǕƚ ǀȩȀȀȩʶǞȘǃ ɔɟƚƇǞżɾȩɟɯ ǞȘ ǞɯȩȀŏɾǞȩȘࡇ

ࡄ $ȩƇʿ Ȓŏɯɯ ǞȘƇƚʾ ࡇ࡬�v$࡫ ɔȩɯǞɾǞʲƚ
ࡄ ëƚʾ ʲŏȀʕƚɯ࡫ ȩǀ ߝ ǞȘƇǞżŏɾƚɯ ȒŏȀƚࡈ ʲŏȀʕƚ ȩǀ ߞ ǞȘƇǞżŏɾƚɯ
ǀƚȒŏȀƚࡇ࡬ ɔȩɯǞɾǞʲƚ

ĦǕŏɾ Ǟɯ ɾǕƚ ɯǞǃȘ ȩǀ ɾǕƚ żȩɟɟƚɯɔȩȘƇǞȘǃ β࢈ɯ ʶǕƚȘ ʶƚ ɟʕȘ ŏ
ȒʕȀɾǞɔȀƚ ȀǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ʕɯǞȘǃ ɾǕƚ ǀȩȀȀȩʶǞȘǃ ɔɟƚƇǞżɾȩɟɯ
ɾȩǃƚɾǕƚɟࡇ

ࡄ $ȩƇʿ Ȓŏɯɯ ǞȘƇƚʾ ࡇ࡬�v$࡫ ɔȩɯǞɾǞʲƚ
ࡄ ëƚʾ ʲŏȀʕƚɯ࡫ ȩǀ ߝ ǞȘƇǞżŏɾƚɯ ȒŏȀƚࡈ ʲŏȀʕƚ ȩǀ ߞ ǞȘƇǞżŏɾƚɯ
ǀƚȒŏȀƚࡇ࡬ ȘƚǃŏɾǞʲƚ

+ŏȘ ʿȩʕ ƚʾɔȀŏǞȘ ɾǕǞɯࡐ ĦǕŏɾ ŏɟƚ ȩɾǕƚɟ ƚʾŏȒɔȀƚɯ ʶǕƚȘ ɾǕǞɯ
ɔǕƚȘȩȒƚȘȩȘ ȒǞǃǕɾ ɯǕȩʶ ʕɔࡐ ߟߟ



ϑξ˨;χ͂Ύξͻ̥̙ ͱ͖;̥˨ξ ͻΎ̙̥ͱχ

mȩʶ żȩʕȀƇ ʶƚ ˙ɾ ɾǕƚ ȘȩȘࡷȀǞȘƚŏɟ ȒȩƇƚȀࡇ

ʻǝ ≈ βߜ + βߝʺǝ + βߞʺߞǝ + βߟʺߟǝ .

ߠߟ



ϑξ˨;χ͂Ύξͻ̥̙ ͱ͖;̥˨ξ ͻΎ̙̥ͱχ

÷ɟŏȘɯǀȩɟȒ ǞȘɾȩ ŏ ȒʕȀɾǞɔȀƚ ȀǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ɔɟȩųȀƚȒࡇ

ĭ =





ߝ ߝʺ ߝߞʺ ߝߟʺ
ߝ ߞʺ ߞߝʺ ߞߟʺ
ߝ ߟʺ ߟߞʺ ߟߟʺ
ࡏࡏࡏ ࡏࡏࡏ ࡏࡏࡏ
ߝ ʺȗ ȗߞʺ ȗߟʺ





CŏżǕ żȩȀʕȒȘ Ǳ Ǟɯ ǃƚȘƚɟŏɾƚƇ ųʿ ŏ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ ųŏɯǞɯ ǀʕȘżɾǞȩȘ φǱ(ʺ)ࡏ
+ȩʕȀƇ Ǖŏʲƚࡇ

ࡄ φǱ(ʺ) = ʺɗ
ࡄ φǱ(ʺ) = ɫǝȗ(ʺ)
ࡄ φǱ(ʺ) = żȧɫ(ߜߝ)
ࡄ φǱ(ʺ) = ʺ/ߝ

ߡߟ



ϑξ˨;χ͂Ύξͻ̥̙ ͱ͖;̥˨ξ ͻΎ̙̥ͱχ

ëʕɔɔȩɯƚ ʶƚ ǃȩ ųŏżǺ ɾȩ ɾǕƚ �Úb ɔɟƚƇǞżɾǞȩȘ ɔɟȩųȀƚȒࡏ ĦǕŏɾ Ǟǀ
ʶƚ ǕŏƇ ŏ żŏɾƚǃȩɟǞżŏȀ ɟŏȘƇȩȒ ʲŏɟǞŏųȀƚ ǀȩɟ żŏɟ ȒŏǺƚࡇ ƚࡏǃࡏ _ȩɟƇࡈ
$�Ħࡈ mȩȘƇŏࡏ mȩʶ ʶȩʕȀƇ ʿȩʕ ƚȘżȩƇƚ ŏɯ ŏ ȘʕȒƚɟǞżŏȀ żȩȀʕȒȘࡐ





§Ðß�
§Ðß�
­ÐÉ��
�Èû

­ÐÉ��
§Ðß�





→









ߢߟ



Ύ;̥ ͑Ύϑ ̥;̐Ύ̙͖;͇

$ƚɾɾƚɟ ŏɔɔɟȩŏżǕࡇ °Șƚ mȩɾ CȘżȩƇǞȘǃࡏ




§Ðß�
§Ðß�
­ÐÉ��
�Èû
­ÐÉ��
§Ðß�





→





ߝ ߜ ߜ
ߝ ߜ ߜ
ߜ ߝ ߜ
ߜ ߜ ߝ
ߜ ߝ ߜ
ߝ ߜ ߜ





�ʲȩǞƇɯ ŏƇƇǞȘǃ ǞȘŏƇʲƚɟɾƚȘɾ ȀǞȘƚŏɟ ɟƚȀŏɾǞȩȘɯǕǞɔɯࡏ

ߣߟ


