
+ëࡷĆĮ ࡇߟߢߡߠ �ƚżɾʕɟƚ ߞ
ëǞȒɔȀƚ �ǞȘƚŏɟ áƚǃɟƚɯɯǞȩȘ

�ĮĆ ÷ŏȘƇȩȘ ëżǕȩȩȀ ȩǀ CȘǃǞȘƚƚɟǞȘǃࡈ Úɟȩǀࡏ +ǕɟǞɯɾȩɔǕƚɟ �ʕɯżȩ

ߝ



̐Ύϟξχ̥ ˨̙ͻ͖;

ࡄ ÚȀƚŏɯƚ ƚȘɟȩȀȀ ǀȩɟ ÚǞŏˌˌŏࡏ °ȘȀʿ ŏųȩʕɾ %ߜߢ ȩǀ żȀŏɯɯ Ǖŏɯࡏ
ࡄ _Ǟɟɯɾ Ȁŏų ŏɯɯǞǃȘȒƚȘɾࡇ Â��ϡ­Ðïã°É¨ϡÜ�ßê°�Âϙ°ÜāÉ�

ࡄ 4ʕƚ Șƚʾɾ ÷ʕƚɯƇŏ ʿࡈ ߠࡕߞ ŏɾ ࡏɔȒߥߡࡇߝߝ
ࡄ bȩ ɾǕɟȩʕǃǕ ɾǕƚ ɯǞȒɔȀƚ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ƇƚȒȩȘɯɾɟŏɾǞȩȘ
��ÈÐϡ�ïêÐϡÈÜ¨ϙ°ÜāÉࡏ�

ࡄ ÷ʕɟȘ ǞȘ ƚȘɾǞɟƚ �ʕɔʿɾƚɟ �ȩɾƚųȩȩǺ ʲǞŏ �ĮĆ +Ȁŏɯɯƚɯࡏ
ࡄ �ɾ ɾȩɔ ȩǀ ȘȩɾƚųȩȩǺ ȀǞɯɾ ŏȘʿ żȩȀȀŏųȩɟŏɾȩɟɯ ʿȩʕ ʶȩɟǺƚƇ ʶǞɾǕ
ŏɯ࡫ ȒŏȘʿ ŏɯ ʿȩʕ ȀǞǺƚࡏ࡬

ࡄ ÷Ǖƚɟƚ ʶǞȀȀ ųƚ ŏ żȩɟɟƚɯɔȩȘƇǞȘǃ ʶɟǞɾɾƚȘ ǕȩȒƚʶȩɟǺ ɟƚȀƚŏɯƚƇ
ɯǕȩɟɾȀ ʿࡏ

ߞ



̊˨χ͖̐ ͇Ύ˨ͱ

bȩŏȀࡇ 4ƚʲƚȀȩɔ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯ ɾȩ ȒŏǺƚ ƇƚżǞɯǞȩȘɯ ȩɟ ɔɟƚƇǞżɾǞȩȘɯ
ųŏɯƚƇ ȩȘ Ƈŏɾŏࡏ

ࡄ vȘɔʕɾࡇ � ɯǞȘǃȀƚ ɔǞƚżƚ ȩǀ Ƈŏɾŏ ŏȘ࡫ ǞȒŏǃƚࡈ ŏʕƇǞȩ ˙Ȁƚࡈ ɔŏɾǞƚȘɾ
ǕƚŏȀɾǕżŏɟƚ ɟƚżȩɟƇࡈ �áv ɯżŏȘࡏ࡬

ࡄ °ʕɾɔʕɾࡇ � ɔɟƚƇǞżɾǞȩȘ ȩɟ ƇƚżǞɯǞȩȘ ɾǕǞɯ࡫ ǞȒŏǃƚ Ǟɯ ŏ ɯɾȩɔ ɯǞǃȘࡈ
ɾǕǞɯ ɯɾȩżǺ ʶǞȀȀ ǃȩ ʕɔ %ߜߝ Șƚʾɾ ɛʕŏɟɾƚɟࡈ ɾʕɟȘ ɾǕƚ żŏɟ ɟǞǃǕɾࡏ࡬

ߟ



χϟθ̥ξϻ͖χ̥̙ ͱ̥˨ξ;͖;͇

ëɾƚɔ ࡇߝ +ȩȀȀƚżɾ ŏȘƇ ȀŏųƚȀ ȒŏȘʿ ǞȘɔʕɾࡕȩʕɾɔʕɾ ɔŏǞɟɯ (ʾǝ, ʻǝ)ࡏ _ȩɟ
ȩʕɟ ƇǞǃǞɾ ǞȒŏǃƚɯࡈ ʶƚ Ǖŏʲƚ ƚŏżǕ ʾǝ ∈ Rߤߞ×ߤߞ ŏȘƇ
ʻǝ ∈ ,ߜ} ,ߝ . . . , ࡏ{ߥ

÷ǕǞɯ Ǟɯ żŏȀȀƚƇ ɾǕƚ ɾɟŏǞȘǞȘǃ Ƈŏɾŏɯƚɾࡏ

ߠ



χϟθ̥ξϻ͖χ̥̙

ëɾƚɔ ࡇߞ �ƚŏɟȘ ǀɟȩȒ ɾǕƚ ƚʾŏȒɔȀƚɯ ʶƚ Ǖŏʲƚࡏ

ࡄ mŏʲƚ ɾǕƚ żȩȒɔʕɾƚɟ ŏʕɾȩȒŏɾǞżŏȀȀʿ ˙ȘƇ ɯȩȒƚ ǀʕȘżɾǞȩȘ ƿ(ʾ)
ɯʕżǕ ɾǕŏɾ ƿ(ʾǝ) = ʻǝ ǀȩɟ Ȓȩɯɾ (ʾǝ, ʻǝ) ǞȘ ȩʕɟ ɾɟŏǞȘǞȘǃ Ƈŏɾŏ ɯƚɾ
ųʿ࡫ ɯƚŏɟżǕǞȘǃ ȩʲƚɟ ȒŏȘʿ ɔȩɯɯǞųȀƚ ǀʕȘżɾǞȩȘɯࡏ࡬

ߡ



ͻ˨͖̐͑;̥ ͱ̥˨ξ;͖;͇

vȘ ɯʕɔƚɟʲǞɯƚƇ ȀƚŏɟȘǞȘǃ ƚʲƚɟʿ ǞȘɔʕɾ ʾǝ ǞȘ ȩʕɟ ɾɟŏǞȘǞȘǃ Ƈŏɾŏɯƚɾ
żȩȒƚɯ ʶǞɾǕ ŏ ƇƚɯǞɟƚƇ ȩʕɾɔʕɾ ʻǝ ɾʿɔǞżŏȀȀʿ࡫ ǃƚȘƚɟŏɾƚƇ ųʿ ŏ
ǕʕȒŏȘࡈ ȩɟ ɯȩȒƚ ȩɾǕƚɟ ɔɟȩżƚɯɯࡏ࡬

÷ʿɔƚɯ ȩǀ ɯʕɔƚɟʲǞɯƚƇ ƚŏɟȘǞȘǃࡇ

ࡄ +ȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘ ࡵ ɔɟƚƇǞżɾ ŏ ƇǞɯżɟƚɾƚ żȀŏɯɯ ȀŏųƚȀࡏ
ࡄ áƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ࡵ ɔɟƚƇǞżɾ ŏ żȩȘɾǞȘʕȩʕɯ ʲŏȀʕƚࡏ

ࡄ 4ƚɔƚȘƇƚȘɾ ʲŏɟǞŏųȀƚࡈ ɟƚɯɔȩȘɯƚ ʲŏɟǞŏųȀƚࡈ ɾŏɟǃƚɾ ʲŏɟǞŏųȀƚࡈ Ȁȩɾɯ
ȩǀ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ ȘŏȒƚɯ ǀȩɟ ʻǝࡏ

ߢ



χϟθ̥ξϻ͖χ̥̙ ͱ̥˨ξ;͖;͇

�ȘȩɾǕƚɟ ƚʾŏȒɔȀƚ ȩǀ ɯʕɔƚɟʲǞɯƚƇ żȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘࡇ _ŏżƚ 4ƚɾƚżɾǞȩȘࡏ

CŏżǕ ǞȘɔʕɾ Ƈŏɾŏ ƚʾŏȒɔȀƚ ʾǝ Ǟɯ ŏȘ ǞȒŏǃƚࡏ CŏżǕ ȩʕɾɔʕɾ ʻǝ Ǟɯ ߝ Ǟǀ
ɾǕƚ ǞȒŏǃƚ żȩȘɾŏǞȘɯ ŏ ǀŏżƚࡈ ߜ ȩɾǕƚɟʶǞɯƚࡏ

ࡄ mŏɟƇƚɟ ɾǕŏȘ ƇǞǃǞɾ ɟƚżȩǃȘǞɾǞȩȘࡈ ųʕɾ ʶƚ Șȩʶ Ǖŏʲƚ ʲƚɟʿ
ɟƚȀǞŏųȀƚ ȒƚɾǕȩƇɯ ʕɯƚƇ࡫ ǞȘ ȘƚŏɟȀʿ ŏȀȀ ƇǞǃǞɾŏȀ żŏȒƚɟŏɯࡈ
ɔǕȩȘƚɯࡈ ƚɾż࡬ࡏ

ߣ



χϟθ̥ξϻ͖χ̥̙ ͱ̥˨ξ;͖;͇

°ɾǕƚɟ ƚʾŏȒɔȀƚɯ ȩǀ ɯʕɔƚɟʲǞɯƚƇ żȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘࡇ

ࡄ °ųǲƚżɾ ƇƚɾƚżɾǞȩȘ ࡇvȘɔʕɾ࡫ ǞȒŏǃƚࡈ °ʕɾɔʕɾࡇ Ƈȩǃ ȩɟ żŏɾ࡬
ࡄ ëɔŏȒ ƇƚɾƚżɾǞȩȘ ࡇvȘɔʕɾ࡫ ƚȒŏǞȀ ɾƚʾɾࡈ °ʕɾɔʕɾࡇ ɯɔŏȒ ȩɟ Șȩɾ࡬
ࡄ �ƚƇǞżŏȀ ƇǞŏǃȘȩɯǞɯ ࡇvȘɔʕɾ࡫ ɔŏɾǞƚȘɾ Ƈŏɾŏࡈ °ʕɾɔʕɾࡇ ƇǞɯƚŏɯƚ
żȩȘƇǞɾǞȩȘ ȩɟ Șȩɾ࡬

ࡄ +ɟƚƇǞɾ ƇƚżǞɯǞȩȘ ȒŏǺǞȘǃ ࡇvȘɔʕɾ࡫ ˙ȘŏȘżǞŏȀ Ƈŏɾŏࡈ °ʕɾɔʕɾࡇ ȩǀǀƚɟ
ȀȩŏȘ ȩɟ Șȩɾ࡬

ߤ



χϟθ̥ξϻ͖χ̥̙ ͱ̥˨ξ;͖;͇

CʾŏȒɔȀƚ ȩǀ ɯʕɔƚɟʲǞɯƚƇ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡇ ëɾȩżǺ ÚɟǞżƚ ÚɟƚƇǞżɾǞȩȘࡏ

CŏżǕ ǞȘɔʕɾ ʾ Ǟɯ ŏ ʲƚżɾȩɟ ȩǀ ȒƚɾɟǞżɯ ŏųȩʕɾ ŏ żȩȒɔŏȘʿ ɯŏȀƚɯ࡫
ʲȩȀʕȒƚࡈ ÚC ɟŏɾǞȩࡈ ƚŏɟȘǞȘǃ ɟƚɔȩɟɾɯࡈ ǕǞɯɾȩɟǞżŏȀ ɔɟǞżƚ Ƈŏɾŏࡏ࡬

CŏżǕ ȩʕɾɔʕɾ ʻǝ Ǟɯ ɾǕƚ ɔɟǞżƚ ȩǀ ɾǕƚ ɯɾȩżǺ ߟ ȒȩȘɾǕɯ ǞȘ ɾǕƚ ǀʕɾʕɟƚࡏ

ߥ



χϟθ̥ξϻ͖χ̥̙ ͱ̥˨ξ;͖;͇

°ɾǕƚɟ ƚʾŏȒɔȀƚɯ ȩǀ ɯʕɔƚɟʲǞɯƚƇ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡇ

ࡄ mȩȒƚ ɔɟǞżƚ ɔɟƚƇǞżɾǞȩȘ ࡇvȘɔʕɾɯ࡫ ɯɛʕŏɟƚ ǀȩȩɾŏǃƚࡈ ˌǞɔ żȩƇƚࡈ
ȘʕȒųƚɟ ȩǀ ųŏɾǕɟȩȩȒɯࡈ °ʕɾɔʕɾࡇ ÚɟǞżƚ࡬

ࡄ +ŏɟ ɔɟǞżƚ ɔɟƚƇǞżɾǞȩȘ ࡇvȘɔʕɾɯ࡫ ȒŏǺƚࡈ ȒȩƇƚȀࡈ ʿƚŏɟࡈ ȒǞȀƚɯ
ƇɟǞʲƚȘࡈ °ʕɾɔʕɾࡇ ÚɟǞżƚ࡬

ࡄ ĦƚŏɾǕƚɟ ɔɟƚƇǞżɾǞȩȘ ࡇvȘɔʕɾɯ࡫ ʶƚŏɾǕƚɟ Ƈŏɾŏ ŏɾ Șƚŏɟųʿ
ɯɾŏɾǞȩȘɯࡈ °ʕɾɔʕɾࡇ ɾȩȒȩɟɟȩʶɯ ɾƚȒɔƚɟŏɾʕɟƚ ࡬

ࡄ áȩųȩɾǞżɯࡕ+ȩȘɾɟȩȀ ࡇvȘɔʕɾɯ࡫ ǞȘǀȩɟȒŏɾǞȩȘ ŏųȩʕɾ ƚȘʲǞɟȩȘȒƚȘɾ
ŏȘƇ żʕɟɟƚȘɾ ɔȩɯǞɾǞȩȘ ŏɾ ɾǞȒƚ ɺࡈ °ʕɾɔʕɾࡇ ƚɯɾǞȒŏɾƚ ȩǀ
ɔȩɯǞɾǞȩȘ ŏɾ ɾǞȒƚ ɺ+ ࡬ߝ

ߜߝ



Ύϑ̥͑ξ ϑІθ̥χ Ύ͂ ͱ̥˨ξ;͖;͇

�ŏɾƚɟ ǞȘ ɾǕƚ żȀŏɯɯ ʶƚ ʶǞȀȀ ɾŏȀǺ ŏųȩʕɾ ȩɾǕƚɟ ȒȩƇƚȀɯࡇ

ࡄ ĆȘɯʕɔƚɟʲǞɯƚƇ ȀƚŏɟȘǞȘǃ Șȩ࡫ ȀŏųƚȀɯ ȩɟ ɟƚɯɔȩȘɯƚ ʲŏɟǞŏųȀƚ࡬
ࡄ +ȀʕɯɾƚɟǞȘǃ
ࡄ áƚɔɟƚɯƚȘɾŏɾǞȩȘ �ƚŏɟȘǞȘǃ

ࡄ áƚǞȘǀȩɟżƚȒƚȘɾ ȀƚŏɟȘǞȘǃ
ࡄ bŏȒƚ ɔȀŏʿǞȘǃ

Įȩʕ ȒǞǃǕɾ ŏȀɯȩ Ǖƚŏɟ ŏųȩʕɾ ɯƚȒǞࡷɯʕɔƚɟʲǞɯƚƇ ȀƚŏɟȘǞȘǃ ȩɟ ŏżɾǞʲƚ
ȀƚŏɟȘǞȘǃ ࡵ ɾǕƚɯƚ żŏɾƚǃȩɟǞƚɯ ŏɟƚȘ࢈ɾ ŏȀʶŏʿɯ żʕɾ ŏȘƇ Ƈɟ ʿࡏ

ߝߝ



χϟθ̥ξϻ͖χ̥̙ ͱ̥˨ξ;͖;͇

vȘ ɯʕɔƚɟʲǞɯƚƇ ȀƚŏɟȘǞȘǃɯ ƚʲƚɟʿ ǞȘɔʕɾ ʾǝ ǞȘ ȩʕɟ ɾɟŏǞȘǞȘǃ Ƈŏɾŏɯƚɾ
żȩȒƚɯ ʶǞɾǕ ŏ ƇƚɯǞɟƚƇ ȩʕɾɔʕɾ ʻǝ ɾʿɔǞżŏȀȀʿ࡫ ǃƚȘƚɟŏɾƚƇ ųʿ ŏ
ǕʕȒŏȘࡈ ȩɟ ɯȩȒƚ ȩɾǕƚɟ ɔɟȩżƚɯɯࡏ࡬

÷ʿɔƚɯ ȩǀ ɯʕɔƚɟʲǞɯƚƇ ƚŏɟȘǞȘǃࡇ

ࡄ +ȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘ ࡵ ɔɟƚƇǞżɾ ŏ ƇǞɯżɟƚɾƚ żȀŏɯɯ ȀŏųƚȀࡏ
ࡄ áƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ࡵ ɔɟƚƇǞżɾ ŏ żȩȘɾǞȘʕȩʕɯ ʲŏȀʕƚࡏ

ࡄ 4ƚɔƚȘƇƚȘɾ ʲŏɟǞŏųȀƚࡈ ɟƚɯɔȩȘɯƚ ʲŏɟǞŏųȀƚࡈ ɾŏɟǃƚɾ ʲŏɟǞŏųȀƚࡈ Ȁȩɾɯ
ȩǀ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ ȘŏȒƚɯ ǀȩɟ ʻǝࡏ

ߞߝ



θξ̥̙͖̐ϑ͖;͇ ͻθ͇

�ȩɾǞʲŏɾǞȘǃ ƚʾŏȒɔȀƚࡇ ÚɟƚƇǞżɾ ɾǕƚ ǕǞǃǕʶŏʿ ȒǞȀƚɯ ɔƚɟ ǃŏȀȀȩȘ
࡬�Úb࡫ ȩǀ ŏ żŏɟ ǃǞʲƚȘ ɛʕŏȘɾǞɾŏɾǞʲƚ ǞȘǀȩɟȒŏɾǞȩȘ ŏųȩʕɾ Ǟɾɯ ƚȘǃǞȘƚࡏ
4ƚȒȩ ǞȘ ��ÈÐϡ�ïêÐϡÈÜ¨ϙ°ÜāÉࡏ�

ĦǕŏɾ ǀŏżɾȩɟɯ ȒǞǃǕɾ Ȓŏɾɾƚɟࡐ

ߟߝ



θξ̥̙͖̐ϑ͖;͇ ͻθ͇

4ŏɾŏ ɯƚɾ ŏʲŏǞȀŏųȀƚ ǀɟȩȒ ɾǕƚ Ć+v �ŏżǕǞȘƚ �ƚŏɟȘǞȘǃ áƚɔȩɯǞɾȩɟʿࡇ
ǕɾɾɔɯࡕࡕࡇŏɟżǕǞʲƚࡏǞżɯࡏʕżǞࡏƚƇʕࡏࡕ

÷ǕǞɯ ɔȀŏżƚ Ǟɯ ŏ ǃɟƚŏɾ ɟƚɯȩʕɟżƚ ǀȩɟ ɔɟȩǲƚżɾɯࡋ ߠߝ



θξ̥̙͖̐ϑ͖;͇ ͻθ͇

4ŏɾŏɯƚɾɯ ǀɟȩȒ Ć+v ŏȘƇ࡫ ȒŏȘʿ ȩɾǕƚɟ ɔȀŏżƚɯ࡬ żȩȒƚɯ ŏɯ ɾŏųࡈ
ɯɔŏżƚࡈ ȩɟ żȩȒȒŏ ƇƚȀǞȒǞɾƚƇ ˙Ȁƚɯࡏ

ߡߝ



θξ̥̙͖̐ϑ͖;͇ ͻθ͇

+ǕƚżǺ Ƈŏɾŏɯƚɾ ƇƚɯżɟǞɔɾǞȩȘ ɾȩ ǺȘȩʶ ʶǕŏɾ ƚŏżǕ żȩȀʕȒȘ ȒƚŏȘɯࡏ

Ȓɔǃ࢈ ࡈ࢈ żʿȀǞȘƇƚɟɯ࢈ ࡈ࢈࢈ ƇǞɯɔȀŏżƚȒƚȘɾ ࡈ࢈ Ǖȩɟɯƚɔȩʶƚɟ࢈ ࡈ࢈ ʶƚǞǃǕɾ࢈ ࡈ࢈
ŏżżƚȀƚɟŏɾǞȩȘ࢈ ࡈ࢈ ȒȩƇƚȀ࢈ ʿƚŏɟ ࡈ࢈ ȩɟǞǃǞȘ࢈ ࡈ࢈ żŏɟ࢈ ȘŏȒƚ࢈

ߢߝ



ͱ͖̊ξ˨ξ͖̥χ ͂Ύξ ͖;͖ϑ͖˨ͱ ̙˨ϑ˨ ξ̥˨̙͖;͇

ࡄ Ćɯƚ Ü�É��ã ǀȩɟ ɟƚŏƇǞȘǃ Ƈŏɾŏ ǀɟȩȒ ƇƚȀǞȒǞɾƚƇ ˙Ȁƚɯࡏ ëɾȩɟƚɯ
Ƈŏɾŏ ǞȘ ŏ ɾʿɔƚ ȩǀ ɾŏųȀƚ żŏȀȀƚƇ ŏ Ƈŏɾŏࢅ ǀɟŏȒƚࢆ ųʕɾ ɾǕǞɯ Ǟɯ ǲʕɯɾ
ŏ ʶɟŏɔɔƚɟ ŏɟȩʕȘƇ ŏ ÉïÈÜā ŏɟɟŏ ʿࡏ

ࡄ Ćɯƚ È�êÜÂÐêÂ°� ǀȩɟ ǞȘǞɾǞŏȀ ƚʾɔȀȩɟŏɾǞȩȘࡏ

ߣߝ



χ͖ͻθͱ̥ ͱ͖;̥˨ξ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

�ǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ǀɟȩȒ ŏ �ŏżǕǞȘƚ �ƚŏɟȘǞȘǃ Șȩɾ࡫ ŏ ëɾŏɾǞɯɾǞżɯ࡬
ɔƚɟɯɔƚżɾǞʲƚࡏ °ʕɟ ˙ɟɯɾ ɯʕɔƚɟʲǞɯƚƇ ȒŏżǕǞȘƚ ȀƚŏɟȘǞȘǃ ȒȩƇƚȀࡏ

°ȘȀʿ ǀȩżʕɯ ȩȘ ȩȘƚ ɔɟƚƇǞżɾǞʲƚ ʲŏɟǞŏųȀƚ ŏɾ ŏ ɾǞȒƚ ࡏǃࡏƚ࡫
Ǖȩɟɯƚɔȩʶƚɟࡏ࡬ ÷ǕǞɯ Ǟɯ ʶǕʿ Ǟɾ࢈ɯ żŏȀȀƚƇ ɯǞȒɔȀƚ ȀǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡏ

ߤߝ



χ͖ͻθͱ̥ ͱ͖;̥˨ξ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

4ŏɾŏɯƚɾࡇ
ࡄ ,ߝʺ . . . , ʺȗ ∈ R Ǖȩɟɯƚɔȩʶƚɟɯ࡫ ȩǀ ȗ żŏɟɯ ࡵ ɾǕǞɯ Ǟɯ ɾǕƚ
ɔɟƚƇǞżɾȩɟࡕǞȘƇƚɔƚȘƇƚȘɾ ʲŏɟǞŏųȀƚ࡬

ࡄ ʻߝ, . . . , ʻȗ ∈ R �Úb࡫ ࡵ ɾǕǞɯ Ǟɯ ɾǕƚ ɟƚɯɔȩȘɯƚࡕƇƚɔƚȘƇƚȘɾ
ʲŏɟǞŏųȀƚ࡬

ߥߝ



χϟθ̥ξϻ͖χ̥̙ ͱ̥˨ξ;͖;͇ ̙̥͖͂;͖ϑ͖Ύ;χ

ࡄ �ȩƇƚȀ ƿθ(ʺ)ࡇ +Ȁŏɯɯ ȩǀ ƚɛʕŏɾǞȩȘɯ ȩɟ ɔɟȩǃɟŏȒɯ ʶǕǞżǕ Ȓŏɔ ǞȘɔʕɾ ʺ
ɾȩ ɔɟƚƇǞżɾƚƇ ȩʕɾɔʕɾࡏ Ħƚ ʶŏȘɾ ƿθ(ʺǝ) ≈ ʻǝ ǀȩɟ ɾɟŏǞȘǞȘǃ ǞȘɔʕɾɯࡏ

ࡄ �ȩƇƚȀ ÚŏɟŏȒƚɾƚɟɯ θࡇ ģƚżɾȩɟ ȩǀ ȘʕȒųƚɟɯࡏ ÷Ǖƚɯƚ ŏɟƚ ȘʕȒƚɟǞżŏȀ
Șȩųɯ ʶǕǞżǕ ɔŏɟŏȒƚɾƚɟǞˌƚ ȩʕɟ żȀŏɯɯ ȩǀ ȒȩƇƚȀɯࡏ

ࡄ �ȩɯɯ _ʕȘżɾǞȩȘ �(θ)ࡇ �ƚŏɯʕɟƚ ȩǀ Ǖȩʶ ʶƚȀȀ ŏ ȒȩƇƚȀ ˙ɾɯ ȩʕɟ Ƈŏɾŏࡏ
÷ʿɔǞżŏȀȀʿ ɯȩȒƚ ǀʕȘżɾǞȩȘ ȩǀ ƿθ(ʺߝ)− ʻߝ, . . . , ƿθ(ʺȗ)− ʻȗ

bȩŏȀࡇ +Ǖȩȩɯƚ ɔŏɟŏȒƚɾƚɟɯ θ∗ ʶǕǞżǕ ȒǞȘǞȒǞˌƚ ɾǕƚ �ȩɯɯ _ʕȘżɾǞȩȘࡇ

θ∗ = ŏɟǃȒǞȘ
θ

�(θ)

ߜߞ



ͱ͖;̥˨ξ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

bƚȘƚɟŏȀ ëʕɔƚɟʲǞɯƚƇ �ƚŏɟȘǞȘǃ

ࡄ �ȩƇƚȀࡇ ƿθ(ʺ)

ࡄ �ȩƇƚȀ ÚŏɟŏȒƚɾƚɟɯࡇ θ

ࡄ �ȩɯɯ _ʕȘżɾǞȩȘࡇ �(θ)

�ǞȘƚŏɟ áƚǃɟƚɯɯǞȩȘ

ࡄ �ȩƇƚȀࡇ

ࡄ �ȩƇƚȀ ÚŏɟŏȒƚɾƚɟɯࡇ

ࡄ �ȩɯɯ _ʕȘżɾǞȩȘࡇ

ߝߞ

tell;) = Bo t B ,- X i

O:[Bo,B,]

LIO): EE,ly;-to(xi))
-



͑ΎϾ ϑΎ ͻ̥˨χϟξ̥ ͇ΎΎ̙;̥χχ Ύ͂ ͖͂ϑ

ĦǕŏɾ Ǟɯ ŏ ȘŏɾʕɟŏȀ Ȁȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘ ǀȩɟ ȀǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡐ

ߞߞ

psi

Y 1,1 fans,lxi) (Y:
-frsors,(xi))"

III-fez,a .(Xi))

×

ly;-fooacxill"



͑ΎϾ ϑΎ ͻ̥˨χϟξ̥ ͇ΎΎ̙;̥χχ Ύ͂ ͖͂ϑ

÷ʿɔǞżŏȀ żǕȩǞżƚɯ ŏɟƚ ŏ ǀʕȘżɾǞȩȘ ȩǀ ʻߝ − ƿβߜ,β(ߝʺ)ߝ, . . . , ʻȗ − ƿβߜ,βߝ(ʺȗ)

ࡄ ëɛʕŏɟƚƇࡕߞ! �ȩɯɯࡇ �(βߜ,βߝ) =
∑ȗ

ǝ=ߝ [ʻǝ − ƿβߜ,βߝ(ʺǝ)]
ࡏߞ

ࡄ �ƚŏɯƚࡕߝ! ŏųɯȩȀʕɾƚ ƇƚʲǞŏɾǞȩȘɯࡇ �(βߜ,βߝ) =
∑ȗ

ǝ=ߝ |ʻǝ − ƿβߜ,βߝ(ʺǝ)|ࡏ

ࡄ !∞ �ȩɯɯ �(βߜ,βߝ) = Ȓŏʾǝ∈ߝ,...,ȗ |ʻǝ − ƿβߜ,βߝ(ʺǝ)|ࡏ
ߟߞ

→ Te s l a
•

H I T → e . n i n i a n
' n .

. . .-



͑ΎϾ ϑΎ ͻ̥˨χϟξ̥ ͇ΎΎ̙;̥χχ Ύ͂ ͖͂ϑ

Ħƚ࢈ɟƚ ǃȩǞȘǃ ɾȩ ɯɾŏɟɾ ʶǞɾǕ ɾǕƚ ëɛʕŏɟƚƇ �ȩɯɯࡕëʕȒࡷȩǀࡷëɛʕŏɟƚɯ �ȩɯɯࡏ
�Ȁɯȩ żŏȀȀƚƇ áƚɯǞƇʕŏȀࢅ ëʕȒࡷȩǀࡷëɛʕŏɟƚɯ ࢆ࡬áëë࡫

ࡄ áƚȀŏɾǞʲƚȀʿ ɟȩųʕɯɾ ɾȩ ȩʕɾȀǞƚɟɯࡏ
ࡄ ëǞȒɔȀƚ ɾȩ Ƈƚ˙Șƚࡈ ȀƚŏƇɯ ɾȩ ɯǞȒɔȀƚ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯ ǀȩɟ ˙ȘƇǞȘǃ βߜ,βߝ
ࡄ �ʕɯɾǞ˙żŏɾǞȩȘɯ ǀɟȩȒ żȀŏɯɯǞżŏȀ ɯɾŏɾǞɯɾǞżɯ ɟƚȀŏɾƚƇ ɾȩ ŏɯɯʕȒɔɾǞȩȘɯ
ŏųȩʕɾ bŏʕɯɯǞŏȘ ȘȩǞɯƚࡏ ĦǞȀȀ ƇǞɯżʕɯɯ Ȁŏɾƚɟ ǞȘ ɾǕƚ żȩʕɟɯƚࡏ

ߠߞ



ͱ͖;̥˨ξ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

bƚȘƚɟŏȀ ëʕɔƚɟʲǞɯƚƇ �ƚŏɟȘǞȘǃ

ࡄ �ȩƇƚȀࡇ ƿθ(ʺ)

ࡄ �ȩƇƚȀ ÚŏɟŏȒƚɾƚɟɯࡇ θ

ࡄ �ȩɯɯ _ʕȘżɾǞȩȘࡇ �(θ)

�ǞȘƚŏɟ áƚǃɟƚɯɯǞȩȘ

ࡄ �ȩƇƚȀࡇ
ƿβߜ,βߝ(ʺ) = βߜ + βߝ · ʺ

ࡄ �ȩƇƚȀ ÚŏɟŏȒƚɾƚɟɯࡇ βߜ,βߝ

ࡄ �ȩɯɯ _ʕȘżɾǞȩȘࡇ �(βߜ,βߝ) =∑ȗ
ǝ=ߝ(ʻǝ − ƿβߜ,βߝ(ʺǝ))ߞ

bȩŏȀࡇ +Ǖȩȩɯƚ βߜ,βߝ ɾȩ ȒǞȘǞȒǞˌƚ
�(βߜ,βߝ) =

∑ȗ
ǝ=ߝ(ʻǝ − βߜ − βߝʺǝ)ࡏߞ

÷ǕǞɯ Ǟɯ ɾǕƚ ƚȘɾǞɟƚ ǲȩų ȩǀ ŏȘʿ ëʕɔƚɟʲǞɯƚƇ �ƚŏɟȘǞȘǃ �ȀǃȩɟǞɾǕȒࡏ ߡߞ

¥ -

j o b ,X i
-



͂ϟ;̐ϑ͖Ύ; ͻ͖;͖ͻ͖В˨ϑ͖Ύ;

ĆȘǞʲŏɟǞŏɾƚ ǀʕȘżɾǞȩȘࡇ

ߟʺ + ߟ · ߞʺ − ߡ · ʺ+ ߝ

ࡄ _ǞȘƇ ŏȀȀ ɔȀŏżƚɯ ʶǕƚɟƚ ƇƚɟǞʲŏɾǞʲƚ ƿ′(ʺ) = ߜ ŏȘƇ żǕƚżǺ ʶǕǞżǕ
Ǖŏɯ ɾǕƚ ɯȒŏȀȀƚɯɾ ʲŏȀʕƚࡏ ߢߞ

M i nLlBo@-
s.o

glx)
g'Ix)= 3×2 t 6x-5g= O



͂ϟ;̐ϑ͖Ύ; ͻ͖;͖ͻ͖В˨ϑ͖Ύ;

�ʕȀɾǞʲŏɟǞŏɾƚ ǀʕȘżɾǞȩȘࡇ �(βߜ,βߝ)

ࡄ _ǞȘƇ ʲŏȀʕƚɯ ȩǀ βߜ,βߝ ʶǕƚɟƚ ŏȀȀ ɔŏɟɾǞŏȀ ƇƚɟǞʲŏɾǞʲƚɯ ƚɛʕŏȀ ࡏߜ
ࡄ ∂�

∂βߜ
= ߜ ŏȘƇ ∂�

∂βߝ
= ࡏߜ

ߣߞ

=



ͻ͖;͖ͻ͖В͖;͇ χμϟ˨ξ̥̙ ͱΎχχ ͂Ύξ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

�ʕȀɾǞʲŏɟǞŏɾƚ ǀʕȘżɾǞȩȘࡇ �(βߜ,βߝ) =
∑ȗ

ǝ=ߝ(ʻǝ − βߜ − βߝʺǝ)ߞ

ࡄ _ǞȘƇ ʲŏȀʕƚɯ ȩǀ βߜ,βߝ ʶǕƚɟƚ ŏȀȀ ɔŏɟɾǞŏȀ ƇƚɟǞʲŏɾǞʲƚɯ ƚɛʕŏȀ ࡏߜ
ࡄ ∂�

∂βߜ
= ߜ ŏȘƇ ∂�

∂βߝ
= ࡏߜ

ëȩȒƚ Ƈƚ˙ȘǞɾǞȩȘɯࡇ

ࡄ �ƚɾ ¯̒ = ߝ
ȗ
∑ȗ

ǝ=ߝ ʻǝࡏ ¯̒ Ǟɯ ɾǕƚ ȒƚŏȘ ȩǀ ʻࡏ
ࡄ �ƚɾ ¯̋ = ߝ

ȗ
∑ȗ

ǝ=ߝ ʺǝࡏ ¯̒ Ǟɯ ɾǕƚ ȒƚŏȘ ȩǀ ࡏʺ
ࡄ �ƚɾ σߞʻ = ߝ

ȗ
∑ȗ

ǝ=ߝ(ʻǝ − ࡏߞ(̒¯ σߞʻ Ǟɯ ɾǕƚ ʲŏɟǞŏȘżƚ ȩǀ ʻࡏ
ࡄ �ƚɾ σߞʺ = ߝ

ȗ
∑ȗ

ǝ=ߝ(ʺǝ − ࡏߞ(̋¯ σߞʺ Ǟɯ ɾǕƚ ʲŏɟǞŏȘżƚ ȩǀ ࡏʺ
ࡄ �ƚɾ σʺʻ = ߝ

ȗ
∑ȗ

ǝ=ߝ(ʺǝ − ¯̋)(ʻǝ − ࡏ(̒¯ σʺʻ Ǟɯ ɾǕƚ żȩʲŏɟǞŏȘżƚࡏ

+ȀŏǞȒࡇ �(βߜ,βߝ) Ǟɯ ȒǞȘǞȒǞˌƚƇ ʶǕƚȘࡇ

ࡄ βߝ = σʺʻ/σߞʺ
ࡄ βߜ = ¯̒− βߝ¯̋ ߤߞ



θξΎΎ͂

ߥߞ

L Ibo,B . ) : ¥,lyi-Bo-B, x-22
→ u s e d

0 = Fb, = Iz, 8%0(Yi-Bo- B ,X;)' linearityo fderivative

= II,2 1Yi-Bo-b,x . ) .C-1)→ used\ chai-rue

0 i# Iz , Yi-Bo-B,X i
- II.Y i -IE,B o - L B ,X ii n ,

O . . E.p i - nB o - B , '§.
x i

B o =
: E ¥¥ i : = j - B ,E

n



θξΎΎ͂

ߜߟ

From prior page, Lebo,B,)= Ee,ly ;-Bo-b.x : )
-

achieves i t s m i n i m u m w h e n B o = j - B ,F .

So, t o find t h e optimal B . , i t suffices t o

m i n i m i z e

[(B.) = L (j-B,F , B.) = Izlyi - j t B ,E - B .x i )
-

= :&,(Ji-J t B , CX-x..))
-

setting derivative t o O :

O : ftp.t.E.2lyi-jtb.CI-xi))(E-x i )
→ 19'Iused

ag a i n

0 : §..Yi-g)l e x i ) + B ,E?CE-xi)
-

O = - n 6×2 + B ,n 6×2 fsowijforb.in)B , = 6×2/6×2.



ͻ͖;͖ͻ͖В͖;͇ χμϟ˨ξ̥̙ ͱΎχχ ͂Ύξ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

÷ŏǺƚŏʶŏʿɯࡇ

ࡄ �ǞȘǞȒǞˌǞȘǃ ǀʕȘżɾǞȩȘɯ Ǟɯ ȩǀɾƚȘ ƚŏɯʿ ʶǞɾǕ żŏȀżʕȀʕɯࡏ
ࡄ ÷ȩȩȀɯ ʶƚ ʶǞȀȀ ɯƚƚ ŏǃŏǞȘࡇ ȀǞȘƚŏɟǞɾʿ ȩǀ ƇƚɟǞʲŏɾǞʲƚɯࡈ żǕŏǞȘ ɟʕȀƚࡏ
ࡄ ëǞȒɔȀƚ żȀȩɯƚƇ ǀȩɟȒ ǀȩɟȒʕȀŏ ǀȩɟ ȩɔɾǞȒŏȀ ɔŏɟŏȒƚɾƚɟɯ β∗

ߜ
ŏȘƇ β∗

ߝ ǀȩɟ ɯɛʕŏɟƚƇࡷȀȩɯɯࡋ

ߝߟ



˨ ̥͂Ͼ ̐Ύͻͻ̥;ϑχ

�ƚɾ �(βߜ,βߝ) =
∑ȗ

ǝ=ߝ(ʻǝ − βߜ − βߝʺǝ)ࡏߞ

Úߞ = −ߝ �(βߜ,βߝ)
ȗσߞʻ

Ǟɯ ƚʾŏżɾȀʿ ɾǕƚ Úߞ ʲŏȀʕƚ ʿȩʕ Ȓŏʿ ɟƚȒƚȒųƚɟ ǀɟȩȒ ɯɾŏɾǞɯɾǞżɯࡏ

÷Ǖƚ ɯȒŏȀȀƚɟ ɾǕƚ Ȁȩɯɯࡈ ɾǕƚ żȀȩɯƚɟ Úߞ Ǟɯ ɾȩ ࡈߝ ʶǕǞżǕ ȒƚŏȘɯ ʶƚ
Ǖŏʲƚ ŏ ųƚɾɾƚɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ˙ɾࡏ

ߞߟ



˨ ̥͂Ͼ ̐Ύͻͻ̥;ϑχ

�ŏȘʿ ɟƚŏɯȩȘɯ ʿȩʕ ȒǞǃǕɾ ǃƚɾ ŏ ɔȩȩɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ˙ɾࡇ

ߟߟ



˨ ̥͂Ͼ ̐Ύͻͻ̥;ϑχ

ëȩȒƚ ȩǀ ɾǕƚɯƚ ŏɟƚ ˙ʾŏųȀƚࡋ

ࡄ áƚȒȩʲƚ ȩʕɾȀǞƚɟɯࡈ ʕɯƚ Ȓȩɟƚ ɟȩųʕɯɾ Ȁȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘࡏ
ࡄ �ȩȘࡷȀǞȘƚŏɟ ȒȩƇƚȀ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒŏɾǞȩȘࡏ

_Ǟɾ ɾǕƚ ȒȩƇƚȀ ߝ
Ȓɔǃ ≈ βߜ + βߝ · Ǖȩɟɯƚɔȩʶƚɟࡏ

�ʕżǕ ųƚɾɾƚɟ ˙ɾࡈ ɯŏȒƚ ƚʾŏżɾ ȀƚŏɟȘǞȘǃ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒࡋ
ߠߟ


