
+ëࡷĆĮ ࡇߟߢߡߠ �ƚżɾʕɟƚ ߠߝ
ëʕɔɔȩɟɾ ģƚżɾȩɟ �ŏżǕǞȘƚɯ

�ĮĆ ÷ŏȘƇȩȘ ëżǕȩȩȀ ȩǀ CȘǃǞȘƚƚɟǞȘǃࡈ Úɟȩǀࡏ +ǕɟǞɯɾȩɔǕƚɟ �ʕɯżȩ

ߝ



̐Ύϟξχ̥ ͱΎ͇͖χϑ͖̐χ

ࡄ Úɟȩǲƚżɾ ɾȩɔǞżࡕɾƚŏȒɯ Ƈʕƚ ȩȘ ĦƚƇȘƚɯƇŏʿ ʲǞŏ ƚȒŏǞȀࡏ
ࡄ ëǞǃȘ ʕɔ ǀȩɟ ŏ ȒƚƚɾǞȘǃ ɾǞȒƚ ŏǀɾƚɟ ʿȩʕ ɯƚȘƇ Ȓƚ ɾǕƚ ƚȒŏǞȀࡏ

ࡄ �ŏų Â��ϡ¨ß��ϡ��ã��ÉêϡÜ�ßê°�Âϙ°ÜāÉ� Ƈʕƚ
÷ǕʕɟɯƇŏʿ ȘǞǃǕɾࡏ

ࡄ Ħƚ ƇȩȘ࢈ɾ Ǖŏʲƚ ƚȘȩʕǃǕ ɾǞȒƚ ɾȩ Ƈȩ ɾǕƚ ɾȩɔǞż ȩǀ ȩɔɾǞȒǞˌŏɾǞȩȘ
ǲʕɯɾǞżƚࡈ ɯȩ ɾŏǺƚ Ȓʿ żȀŏɯɯ Șƚʾɾ ɯƚȒƚɯɾƚɟ Ǟǀ ʿȩʕ ʶŏȘɾ ɾȩ ȀƚŏɟȘ
Ȓȩɟƚࡏ

ߞ



ͱ˨χϑ ͱ̥̐ϑϟξ̥

mȩʶ ɾȩ ʕɯƚ ȘȩȘࡷȀǞȘƚŏɟ ǺƚɟȘƚȀɯ ʶǞɾǕ ȀȩǃǞɯɾǞż ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡏ

ࡄ °ǀɾƚȘ ȀƚŏƇɯ ɾȩ ųƚɾɾƚɟ żȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘ ɾǕŏȘ ųŏɯǞż ȀǞȘƚŏɟ
ȀȩǃǞɯɾǞż ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡏ

ࡄ CɛʕǞʲŏȀƚȘɾ ɾȩ ǀƚŏɾʕɟƚ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒŏɾǞȩȘࡈ ųʕɾ ȩǀɾƚȘ
żȩȒɔʕɾŏɾǞȩȘŏȀȀʿ ǀŏɯɾƚɟࡏ

ߟ



̥Ѕ˨ͻθͱ̥χ Ύ͂ ;Ύ;ࡷͱ͖;̥˨ξ ̥ͬξ;̥ͱχ

+ȩȒȒȩȘȀʿ ʕɯƚƇ ɔȩɯǞɾǞʲƚ ɯƚȒǞƇƚ˙ȘǞɾƚ ࡬Úë4࡫ ǺƚɟȘƚȀ ǀʕȘżɾǞȩȘɯࡇ

ࡄ �ǞȘƚŏɟ ࡬ɔɟȩƇʕżɾࡷǞȘȘƚɟ࡫ ǺƚɟȘƚȀࡇ ǹ(!̋,!̒) = 〈!̋,!̒〉
ࡄ bŏʕɯɯǞŏȘ á$_ �ƚɟȘƚȀࡇ ǹ(!̋,!̒) = ƙ−‖!̋−!̒‖ߞߞ/σߞ

ࡄ �ŏɔȀŏżƚ �ƚɟȘƚȀࡇ ǹ(!̋,!̒) = ƙ−‖!̋−!̒‖ߞ/σ

ࡄ ÚȩȀʿȘȩȒǞŏȀ �ƚɟȘƚȀࡇ ǹ(!̋,!̒) = (〈!̋,!̒〉+ ࡏɗ(ߝ

áƚżŏȀȀࡇ Cʲƚɟʿ Úë4 ǺƚɟȘƚȀ Ǖŏɯ ŏ żȩɟɟƚɯɔȩȘƇǞȘǃ ǀƚŏɾʕɟƚ
ɾɟŏȘɯǀȩɟȒŏɾǞȩȘ φ : RƆ → Rȑࡏ

ǹ(!̋,!̒) = φ(!̋)îφ(!̒))

ߠ

-
0 0
E LOCH,1015))



̥ͬξ;̥ͱ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;χ ˨;̙ ̥͂˨ϑϟξ̥ ϑξ˨;χ͂Ύξͻ˨ϑ͖Ύ;

ëȩȒƚɾǞȒƚɯ φ(!̋) Ǟɯ ɯǞȒɔȀƚ ŏȘƇ ƚʾɔȀǞżǞɾࡏ �ȩɟƚ ȩǀɾƚȘࡈ Ǟɾ Ǟɯ Șȩɾࡏ

!̋ =




ߝʺ
ߞʺ
ߟʺ



 φ(!̋) =





√ߝ
√ߝʺߞ
√ߞʺߞ
ߟʺߞ
ߝߞʺ
ߞߞʺ
√ߟߞʺ
√ߞʺߝʺߞ
√ߟʺߝʺߞ
ߟʺߞʺߞ





4ƚǃɟƚƚ ߞ ɔȩȀʿȘȩȒǞŏȀ ǺƚɟȘƚȀࡈ ǹ(!̋, !̡ ) = (!̋î!̡ + ࡏߞ(ߝ

ߡ

=

0
LolCx),01(w)) = ( * w i . D '



̥ͬξ;̥ͱ ͻ˨ϑξ͖Ѕ

÷ʿɔǞżŏȀȀʿ ƇȩƚɯȘ࢈ɾ Ȓŏɾɾƚɟ ųƚżŏʕɯƚ ʶƚ ȩȘȀʿ ȘƚƚƇ ɾȩ żȩȒɔʕɾƚ ɾǕƚ
ǺƚɟȘƚȀ bɟŏȒ ȒŏɾɟǞʾ � ɾȩ ɟƚɾɟȩ˙ɾ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯ ȀǞǺƚ ȀȩǃǞɯɾǞż ȩɟ
ȀǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ɾȩ ʕɯƚ ȘȩȘࡷȀǞȘƚŏɟ ǺƚɟȘƚȀɯࡏ

vǀ࡫ ɾǕǞɯ ɯɾʕǀǀ ǞȘɾƚɟƚɯɾɯ ʿȩʕࡈ ʕȘƇƚɟɯɾŏȘƇǞȘǃ ɾǕƚ ǺƚɟȘƚȀ ǀƚŏɾʕɟƚ Ȓŏɔɯ φ ʶǕǞżǕ
żȩɟɟƚɯɔȩȘƇ ɾȩ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ ǺƚɟȘƚȀɯ Ǟɯ ŏ Ȁŏɟǃƚ ɔŏɟɾ ȩǀ Ȓʿ żʕɟɟƚȘɾ ɟƚɯƚŏɟżǕࡏ ÷ǕǞɯ
ʕȘƇƚɟɯɾŏȘƇǞȘǃ żŏȘ ȀƚŏƇ ɾȩ ǀŏɯɾƚɟ ǺƚɟȘƚȀ ȒƚɾǕȩƇɯ࡬ࡏ

ߢ

O
.

"

-

O



ϑΎ̙˨І

ëʕɔɔȩɟɾ ģƚżɾȩɟ �ŏżǕǞȘƚɯ ࡇ࡬ëģ�ɯ࡫ �ȘȩɾǕƚɟ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒ ǀȩɟ ˙ȘƇǞȘǃ
ȀǞȘƚŏɟ żȀŏɯɯǞ˙ƚɟɯ ʶǕǞżǕ Ǟɯ ŏɯ ɔȩɔʕȀŏɟ ŏɯ ȀȩǃǞɯɾǞż ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡏ

ࡄ +ŏȘ ŏȀɯȩ ųƚ żȩȒųǞȘƚƇ ʶǞɾǕ ǺƚɟȘƚȀɯࡏ
ࡄ 4ƚʲƚȀȩɔƚƇ ǀɟȩȒ ŏ ɔɟƚɾɾʿ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ ɔƚɟɯɔƚżɾǞʲƚࡏ
ࡄ $ʕɾ ˙ȘŏȀ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒ Ǟɯ Șȩɾ ɾǕŏɾ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾࡏ

ࡄ vȘʲƚȘɾƚƇ ǞȘ ߟߢߥߝ ųʿ �Ȁƚʾƚʿ
+ǕƚɟʲȩȘƚȘǺǞɯ ŏȘƇ ģȀŏƇǞȒǞɟ
ģŏɔȘǞǺࡏ �Ȁɯȩ ǀȩʕȘƇƚɟɯ ȩǀ
ģ+ࡷɾǕƚȩɟ ʿࡏ

ࡄ _Ǟɟɯɾ żȩȒųǞȘƚƇ ʶǞɾǕ
ȘȩȘࡷȀǞȘƚŏɟ ǺƚɟȘƚȀɯ ǞȘ ࡏߟߥߥߝ

ߣ

-



χϻͻ࢈χ ϻχࡏ ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

_ȩɟ ɯȩȒƚ ɟƚŏɯȩȘࡈ ëģ�ɯ ŏɟƚ Ȓȩɟƚ żȩȒȒȩȘȀʿ ʕɯƚƇ ʶǞɾǕ
ȘȩȘࡷȀǞȘƚŏɟ ǺƚɟȘƚȀɯࡏ _ȩɟ ƚʾŏȒɔȀƚࡈ ã¿Â��ßÉ࢈ɯ ëģ� żȀŏɯɯǞ˙ƚɟ
żŏȀȀƚƇ࡫ ëģ+࡬ Ǖŏɯ ɯʕɔɔȩɟɾ ǀȩɟ ȘȩȘࡷȀǞȘƚŏɟ ǺƚɟȘƚȀɯ ųʕǞȀɾ ǞȘ ųʿ
ƇƚǀŏʕȀɾࡏ vɾɯ ȀȩǃǞɯɾǞż ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ żȀŏɯɯǞ˙ƚɟ Ƈȩƚɯ Șȩɾࡏ

ࡄ v ųƚȀǞƚʲƚ ɾǕǞɯ Ǟɯ ȒȩɯɾȀʿ ǀȩɟ ǕǞɯɾȩɟǞżŏȀ ɟƚŏɯȩȘɯ ŏȘƇ
żȩȘȘƚżɾǞȩȘɯ ɾȩ ɾǕƚȩɟƚɾǞżŏȀ ȒŏżǕǞȘƚ ȀƚŏɟȘǞȘǃࡏ

ࡄ vȘ ɾǕƚ ƚŏɟȀʿ ɯߜߜߜߞ ëģ�ɯ ʶǕƚɟƚ ŏ Ǖȩɾࢅ ɾȩɔǞżࢆ ǞȘ ȒŏżǕǞȘƚ
ȀƚŏɟȘǞȘǃ ŏȘƇ ɾǕƚǞɟ ɔȩɔʕȀŏɟǞɾʿ ɔƚɟɯǞɯɾɯࡏ

ࡄ vɾ Ǟɯ Șȩɾ żȀƚŏɟ ɾȩ Ȓƚ Ǟǀ ɾǕƚʿ ŏɟƚ ųƚɾɾƚɟ ɾǕŏȘ ȀȩǃǞɯɾǞż
ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡈ ųʕɾ ǕȩȘƚɯɾȀʿ v࢈Ȓ Șȩɾ ɯʕɟƚࡏࡏࡏ

ߤ



χϻͻ࢈χ ϻχࡏ ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

�ƚʾɾ Ȁŏųࡇ Â��ϡÈÉ°ãêϡÜ�ßê°�Âϙ°ÜāÉࡏ�

�ŏżǕǞȘŏࡷŏࡷȒŏżǕǞȘŏ żȩȒɔŏɟǞɯȩȘ ȩǀ ëģ�ɯ ʲɯࡏ ȀȩǃǞɯɾǞż ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ
ǀȩɟ ŏ ��vë÷ ƇǞǃǞɾ żȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘ ɔɟȩųȀƚȒࡏ ĦǕǞżǕ ɔɟȩʲǞƇƚɯ ųƚɾɾƚɟ

ŏżżʕɟŏżʿࡐ ĦǕǞżǕ Ǟɯ ǀŏɯɾƚɟ ɾȩ ɾɟŏǞȘࡐ

ࣷߜߞ ƚʾɾɟŏ żɟƚƇǞɾ ȩȘ Ȁŏų Ǟǀ ʿȩʕ żŏȘ ųƚŏɾ Ȓʿ ɯǞȒɔȀƚ ųŏɯƚȀǞȘƚࡏ ߥ

-



ͱ͖;̥˨ξͱІ χ̥θ˨ξ˨̊ͱ̥ ̙˨ϑ˨

Ħƚ żŏȀȀ ŏ Ƈŏɾŏɯƚɾ ʶǞɾǕ ųǞȘŏɟʿ ȀŏųƚȀɯ ȀǞȘƚŏɟȀʿ ɯƚɔŏɟŏųȀƚ Ǟǀ Ǟɾ żŏȘ
ųƚ ɔƚɟǀƚżɾȀʿ żȀŏɯɯǞ˙ƚƇ ʶǞɾǕ ŏ ȀǞȘƚŏɟ żȀŏɯɯǞ˙ƚɟࡇ

ߜߝ



ͱ͖;̥˨ξͱІ χ̥θ˨ξ˨̊ͱ̥ ̙˨ϑ˨

_ȩɟȒŏȀȀ ʿࡈ ɾǕƚɟƚ ƚʾǞɯɾɯ ŏ ɔŏɟŏȒƚɾƚɟ !β ɯʕżǕ ɾǕŏɾ 〈!β,!̋〉 > ߜ ǀȩɟ ŏȀȀ
!̋ ǞȘ żȀŏɯɯ ߝ ŏȘƇ 〈!β,!̋〉 < ߜ ǀȩɟ ŏȀȀ !̋ ǞȘ żȀŏɯɯ ࡏߜ

�ȩɾƚ ɾǕŏɾ Ǟǀ ʶƚ ȒʕȀɾǞɔȀʿ !β ųʿ ŏȘʿ żȩȘɯɾŏȘɾ żࡈ ż!β ǃǞʲƚɯ ɾǕƚ ɯŏȒƚ
ɯƚɔŏɟŏɾǞȘǃ ǕʿɔƚɟɔȀŏȘƚ ųƚżŏʕɯƚ 〈ż!β,!̋〉 = ż〈!β,!̋〉ࡏ

ߝߝ

•

a I•
.
• o
•
•
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,
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ͱ͖;̥˨ξͱІ χ̥θ˨ξ˨̊ͱ̥ ̙˨ϑ˨

� Ƈŏɾŏ ɯƚɾ ȒǞǃǕɾ ųƚ ȀǞȘƚŏɟȀʿ ɯƚɔŏɟŏųȀƚ ʶǕƚȘ ʕɯǞȘǃ ŏ
ȘȩȘࡷǺƚɟȘƚȀࡕǀƚŏɾʕɟƚ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒŏɾǞȩȘ ƚʲƚȘ Ǟǀ Ǟɾ Ǟɯ Șȩɾ ɯƚɔŏɟŏųȀƚ
ǞȘ ɾǕƚ ȩɟǞǃǞȘŏȀ ɯɔŏżƚࡏ

÷ǕǞɯ Ƈŏɾŏ Ǟɯ ɯƚɔŏɟŏųȀƚ ʶǕƚȘ ʕɯǞȘǃ ŏ Ƈƚǃɟƚƚߞࡷ ɔȩȀʿȘȩȒǞŏȀ
ǺƚɟȘƚȀࡏ vǀ ɯʕǀ˙żƚɯ ǀȩɟ φ(!̋) ɾȩ żȩȘɾŏǞȘ ߝߞʺ ŏȘƇ ࡏߞߞʺ

ߞߝ

X ,

x .

5£11 " ' " ' " "



ͻ˨ξ͇͖;

ĦǕƚȘ Ƈŏɾŏ Ǟɯ ȀǞȘƚŏɟȀʿ ɯƚɔŏɟŏųȀƚࡈ ɾǕƚɟƚ ŏɟƚ ɾʿɔǞżŏȀȀʿ ȒʕȀɾǞɔȀƚ
ʲŏȀǞƇ ɯƚɔŏɟŏɾǞȘǃ ǕʿɔƚɟɔȀŏȘƚɯࡏ

ĦǕǞżǕ ǕʿɔƚɟɔȀŏȘƚࡕżȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘ ɟʕȀƚ Ǟɯ ųƚɯɾࡐ

ߟߝ

*
* (

§ : oooo
÷¥.
¥

o

o o
o o



ͻ˨ξ͇͖;

÷Ǖƚ ȒŏɟǃǞȘ ȑ ȩǀ ŏ ɯƚɔŏɟŏɾǞȘǃ ǕʿɔƚɟɔȀŏȘƚ Ǟɯ ɾǕƚ ȒǞȘǞȒʕȒ ߞ$
࡬CʕżȀǞƇƚŏȘ࡫ ƇǞɯɾŏȘżƚ ųƚɾʶƚƚȘ ŏ ɔȩǞȘɾ ǞȘ ɾǕƚ Ƈŏɾŏɯƚɾ ŏȘƇ ɾǕƚ
ǕʿɔƚɟɔȀŏȘƚࡏ

ȑ = ȒǞȘ
ǝ

∆ǝ ʶǕƚɟƚ ∆ǝ =
|〈!̋ǝ, !β〉|
‖!β‖ߞ ߠߝ

X. , . . ;X ,

X i i w i t z i \ D;=HZil la
pm X i -

(Xi,B):c r i ,B,>+Lui,B7 a

466,271
T.hn#3di-
=llBllnll2ill, m

110,211=112112 @113112



χϟθθΎξϑ ϻ̥̐ϑΎξ

� ɯʕɔɔȩɟɾ ʲƚżɾȩɟ Ǟɯ ŏȘʿ Ƈŏɾŏ ɔȩǞȘɾ !̋ǝ ɯʕżǕ ɾǕŏɾ |〈!̋ǝ,!β〉|
‖!β‖ߞ

= ȑࡏ

ߡߝ



͑˨ξ̙ࡷͻ˨ξ͇͖; χϻͻ

� ǕŏɟƇࡷȒŏɟǃǞȘ ɯʕɔɔȩɟɾ ʲƚżɾȩɟ ȒŏżǕǞȘƚ ࡬�ëģ࡫ żȀŏɯɯǞ˙ƚɟ ˙ȘƇɯ
ɾǕƚ ȒŏʾǞȒʕȒ ȒŏɟǃǞȘ ࡬��࡫ ȀǞȘƚŏɟ żȀŏɯɯǞ˙ƚɟࡏ

vࡏƚࡏ ɾǕƚ ɯƚɔŏɟŏɾǞȘǃ ǕʿɔƚɟɔȀŏȘƚ ʶǕǞżǕ ȒŏʾǞȒǞˌƚɯ ɾǕƚ ȒŏɟǃǞȘ ȑࡏ

ߢߝ

O

woo
t ' suffix

was" / ?
I

- I
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ͻ˨ξ͇͖;

4ƚȘȩɾƚ ɾǕƚ ȒŏʾǞȒʕȒ ȒŏɟǃǞȘ ųʿ ȑ∗ࡏ

ȑ∗ = Ȓŏʾ
!β

[
ȒǞȘ
ǝ∈ߝ,...,ȗ

|〈|!̋ǝ,β〉|
‖!β‖ߞ

]

= Ȓŏʾ
!β

[
ȒǞȘ
ǝ∈ߝ,...,ȗ

ʻǝ · 〈!̋ǝ, !β〉
‖!β‖ߞ

]

ʶǕƚɟƚ ʻǝ = ,ߝ− ߝ ƇƚɔƚȘƇǞȘǃ ȩȘ ʶǕŏɾ żȀŏɯɯ !̋ǝߝࡏ

�ȩɾƚߝ ɾǕŏɾ ɾǕǞɯ Ǟɯ ŏ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ żȩȘʲƚȘɾǞȩȘ ɾǕŏȘ ɾǕƚ ,ߜ ߝ żȀŏɯɯ ȀŏųƚȀɯ ʶƚ
ɾʿɔǞżŏȀȀʿ ʕɯƚࡏ

ߣߝ

0¥;÷ , s o .



͑˨ξ̙ࡷͻ˨ξ͇͖; χϻͻ

CɛʕǞʲŏȀƚȘɾ ǀȩɟȒʕȀŏɾǞȩȘࡇ

ȒǞȘ
!β

‖!β‖ߞ ɯʕųǲƚżɾ ɾȩ ʻǝ · 〈!̋ǝ, !β〉 ≥ ߝ ǀȩɟ ŏȀȀ ǝ.

ĆȘƇƚɟ ɾǕǞɯ ǀȩɟȒʕȀŏɾǞȩȘ ȑ = ߝ
‖β‖ߞ ࡏ

÷ǕǞɯ Ǟɯ ŏ żȩȘɯɾɟŏǞȘƚƇ ȩɔɾǞȒǞˌŏɾǞȩȘ ɔɟȩųȀƚȒࡏ vȘ ɔŏɟɾǞżʕȀŏɟࡈ ŏ
ȀǞȘƚŏɟȀʿ żȩȘɯɾɟŏǞȘƚƇ ɛʕŏƇɟŏɾǞż ɔɟȩǃɟŏȒࡈ ʶǕǞżǕ Ǟɯ ŏ ɾʿɔƚ ȩǀ
ɔɟȩųȀƚȒ ʶƚ Ǖŏʲƚ ƚǀ˙żǞƚȘɾ ȩɔɾǞȒǞˌŏɾǞȩȘ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯ ǀȩɟࡏ

ߤߝ

- o o
mgxn.iq# → BE 42¥11.'

Always exists optimal←B*where:
µ ,

I
=

min y i c x i , B ) = L 11311,
h e y 11311-



͑˨ξ̙ࡷͻ˨ξ͇͖; χϻͻ

ĦǕǞȀƚ ǞȒɔȩɟɾŏȘɾ ǞȘ ɾǕƚȩɟ ʿࡈ ǕŏɟƇࡷȒŏɟǃǞȘ ëģ�ɯ Ǖŏʲƚ ŏ ǀƚʶ żɟǞɾǞżŏȀ
Ǟɯɯʕƚɯ ǞȘ ɔɟŏżɾǞżƚࡇ

4ŏɾŏ ȒǞǃǕɾ Șȩɾ ųƚ ȀǞȘƚŏɟȀʿ ɯƚɔŏɟŏųȀƚࡈ ǞȘࡷʶǕǞżǕ żŏɯƚ ɾǕƚ ȒŏʾǞȒʕȒ
ȒŏɟǃǞȘ żȀŏɯɯǞ˙ƚɟ Ǟɯ Șȩɾ ƚʲƚȘ Ƈƚ˙ȘƚƇࡏ

�ƚɯɯ ȀǞǺƚȀʿ ɾȩ ųƚ ŏȘ Ǟɯɯʕƚ ʶǕƚȘ ʕɯǞȘǃ ŏ ȘȩȘࡷȀǞȘƚŏɟ ǺƚɟȘƚȀࡏ vǀ � Ǟɯ ǀʕȀȀ
ɟŏȘǺ ɾǕƚȘ ɔƚɟǀƚżɾ ɯƚɔŏɟŏɾǞȩȘ Ǟɯ ŏȀʶŏʿɯ ɔȩɯɯǞųȀƚࡏ �ȘƇ ɾʿɔǞżŏȀȀʿ Ǟɾ Ǟɯࡈ
ƚࡏǃࡏ ǀȩɟ ŏȘ á$_ ǺƚɟȘƚȀ ȩɟ ȒȩƇƚɟŏɾƚ Ƈƚǃɟƚƚ ɔȩȀʿȘȩȒǞŏȀ ǺƚɟȘƚȀࡏ

ߥߝ

0 HAx - b112
Full r a h i t

fo r any
vector

THRY o full columnr a n k

= O O ° then
there exists a vector oooo w i n 1)Ax-BYE
jeann such

that 0 = O
K E = T .



͑˨ξ̙ࡷͻ˨ξ͇͖; χϻͻ

ĦǕǞȀƚ ǞȒɔȩɟɾŏȘɾ ǞȘ ɾǕƚȩɟ ʿࡈ ǕŏɟƇࡷȒŏɟǃǞȘ ëģ�ɯ Ǖŏʲƚ ŏ ǀƚʶ żɟǞɾǞżŏȀ
Ǟɯɯʕƚɯ ǞȘ ɔɟŏżɾǞżƚࡇ

mŏɟƇࡷȒŏɟǃǞȘ ëģ� żȀŏɯɯǞ˙ƚɟɯ ŏɟƚ Șȩɾ ɟȩųʕɯɾࡏ

ߜߞ

OI OO
O O O



χΎ͂ϑࡷͻ˨ξ͇͖; χϻͻ

ëȩȀʕɾǞȩȘࡇ �ȀȀȩʶ ɾǕƚ żȀŏɯɯǞ˙ƚɟ ɾȩ ȒŏǺƚ ɯȩȒƚ ȒǞɯɾŏǺƚɯࡋ

mŏɟƇ ȒŏɟǃǞȘ ȩųǲƚżɾǞʲƚࡇ

ȒǞȘ
!β

‖β‖ߞ ɯʕųǲƚżɾ ɾȩ ʻǝ · 〈!̋ǝ, !β〉 ≥ ߝ ǀȩɟ ŏȀȀ ǝ.

ëȩǀɾ ȒŏɟǃǞȘ ȩųǲƚżɾǞʲƚࡇ

ȒǞȘ
!β

‖β‖ߞ + *
ȗ∑

ǝ=ߝ
εǝ ɯʕųǲƚżɾ ɾȩ ʻǝ · 〈!̋ǝ, !β〉 ≥ −ߝ εǝ ǀȩɟ ŏȀȀ ǝ.

ʶǕƚɟƚ εǝ ≥ ߜ Ǟɯ ŏ ȘȩȘࡷȘƚǃŏɾǞʲƚ ɯȀŏżǺࢅ ʲŏɟǞŏųȀƚࡏࢆ ÷ǕǞɯ Ǟɯ ɾǕƚ
ȒŏǃȘǞɾʕƇƚ ȩǀ ɾǕƚ ࢆƚɟɟȩɟࢅ ȒŏƇƚ ȩȘ ƚʾŏȒɔȀƚ !̋ǝࡏ

* ≥ ߜ Ǟɯ ŏ ȘȩȘࡷȘƚǃŏɾǞʲƚ ɾʕȘǞȘǃ ɔŏɟŏȒƚɾƚɟࡏ

ߝߞ

-

@
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χΎ͂ϑࡷͻ˨ξ͇͖; χϻͻ

CʾŏȒɔȀƚ ȩǀ ŏ ȘȩȘࡷɯƚɔŏɟŏųȀƚ ɔɟȩųȀƚȒࡇ

ߞߞ



χΎ͂ϑࡷͻ˨ξ͇͖; χϻͻ

ëȩǀɾ ȒŏɟǃǞȘ ȩųǲƚżɾǞʲƚࡇ

ȒǞȘ
!β

‖β‖ߞ + *
ȗ∑

ǝ=ߝ
εǝ ɯʕųǲƚżɾ ɾȩ ʻǝ · 〈!̋ǝ, !β〉 ≥ −ߝ εǝ ǀȩɟ ŏȀȀ ǝ.

ߟߞ

O X, i s unclassified

X , i s correctly
classified¥°£µ

H
i hi .-Dionna

- 0 0



χΎ͂ϑࡷͻ˨ξ͇͖; χϻͻ

�Șʿ !̋ǝ ʶǞɾǕ ŏ ȘȩȘࡷˌƚɟȩ εǝ Ǟɯ ŏ ɯʕɔɔȩɟɾ ʲƚżɾȩɟࡏ

ߠߞ

÷÷÷ioo÷÷.
.o



̥̥͂͂̐ϑ Ύ͂ ̐

ëȩǀɾ ȒŏɟǃǞȘ ȩųǲƚżɾǞʲƚࡇ

ȒǞȘ
!β

‖β‖ߞ + *
ȗ∑

ǝ=ߝ
εǝ.

ࡄ �ŏɟǃƚ * ȒƚŏȘɯ ɔƚȘŏȀɾǞƚɯ ŏɟƚ ɔʕȘǞɯǕƚƇ Ȓȩɟƚ ǞȘ ȩųǲƚżɾǞʲƚ
=⇒ ɯȒŏȀȀƚɟ ȒŏɟǃǞȘࡈ Ȁƚɯɯ ɯʕɔɔȩɟɾ ʲƚżɾȩɟɯࡏ

ࡄ ëȒŏȀȀ * ȒƚŏȘɯ ɔƚȘŏȀɾǞƚɯ ŏɟƚ ɔʕȘǞɯǕƚƇ Ȁƚɯɯ ǞȘ ȩųǲƚżɾǞʲƚ
=⇒ Ȁŏɟǃƚɟ ȒŏɟǃǞȘࡈ Ȓȩɟƚ ɯʕɔɔȩɟɾ ʲƚżɾȩɟɯࡏ

ĦǕƚȘ Ƈŏɾŏ Ǟɯ ȀǞȘƚŏɟȀʿ ɯƚɔŏɟŏųȀƚࡈ ŏɯ *→ ∞ ʶƚ ʶǞȀȀ ŏȀʶŏʿɯ ǃƚɾ ŏ
ɯƚɔŏɟŏɾǞȘǃ ǕʿɔƚɟɔȀŏȘƚࡏ � ɯȒŏȀȀƚɟ ʲŏȀʕƚ ȩǀ * ȒǞǃǕɾ ȀƚŏƇ ɾȩ ŏ
Ȓȩɟƚ ɟȩųʕɯɾ ɯȩȀʕɾǞȩȘࡏ

ߡߞ

⑧



̥̥͂͂̐ϑ Ύ͂ ̐

CʾŏȒɔȀƚ Ƈŏɾŏɯƚɾࡇ

ߢߞ

← →
"mo re
robusto r0 solut ion"

o

1
hard-margis
Solution



̥̥͂͂̐ϑ Ύ͂ ̐

÷Ǖƚ żȀŏɯɯǞ˙ƚɟ ȩȘ ɾǕƚ ɟǞǃǕɾ Ǟɯ ǞȘɾʕǞɾǞʲƚȀʿ Ȓȩɟƚ ɟȩųʕɯɾࡏ ëȩ ǀȩɟ ɾǕǞɯ
Ƈŏɾŏࡈ ŏ ɯȒŏȀȀƚɟ żǕȩǞżƚ ǀȩɟ * ȒǞǃǕɾ ȒŏǺƚ ɯƚȘɯƚࡏ

ߣߞ

g . 3 "Koll-

a -



̙ϟ˨ͱ ͂Ύξͻϟͱ˨ϑ͖Ύ;

áƚǀȩɟȒʕȀŏɾǞȩȘ ȩǀ ɯȩǀɾࡷȒŏɟǃǞȘ ȩųǲƚżɾǞʲƚࡇ

Ȓŏʾ
!α

ȗ∑

ǝ=ߝ
αǝ −

ߝ
ߞ
∑

ǝ,Ǳ
ʻǝʻǱαǝαǝ〈!̋ǝ,!̋Ǳ〉 −

ߝ
*ߞ

ȗ∑

ǝ=ߝ
αߞǝ

ɯʕųǲƚżɾ ɾȩ αǝ ≥ ,ߜ
ȗ∑

ǝ=ߝ
αǝʻǝ = .ߜ

°ųɾŏǞȘƚƇ ųʿ ɾŏǺǞȘǃ ɾǕƚ �ŏǃɟŏȘǃǞŏȘ ƇʕŏȀ ȩǀ ɾǕƚ ȩųǲƚżɾǞʲƚࡏ $ƚʿȩȘƇ ɾǕƚ
ɯżȩɔƚ ȩǀ ɾǕǞɯ żȀŏɯɯࡈ ųʕɾ ǞȒɔȩɟɾŏȘɾ ǀȩɟ ŏ ǀƚʶ ɟƚŏɯȩȘɯࡇ

ࡄ °ųǲƚżɾǞʲƚ ȩȘȀʿ ƇƚɔƚȘƇɯ ȩȘ ǞȘȘƚɟ ɔɟȩƇʕżɾɯ 〈!̋ǝ,!̋Ǳ〉ࡈ ʶǕǞżǕ ȒŏǺƚɯ
Ǟɾ żȀƚŏɟ Ǖȩʶ ɾȩ żȩȒųǞȘƚ ɾǕƚ ɯȩǀɾࡷȒŏɟǃǞȘ ëģ� ʶǞɾǕ ŏ ǺƚɟȘƚȀࡏ

ࡄ 4ʕŏȀ ǀȩɟȒʕȀŏɾǞȩȘ żŏȘ ųƚ ɯȩȀʲƚƇ ǀŏɯɾƚɟ ǞȘ ȀȩʶࡷƇǞȒƚȘɯǞȩȘɯࡏ
ࡄ ÚȩɯɯǞųȀƚ ɾȩ ɔɟȩʲƚ ɾǕŏɾ αǝ Ǟɯ ȩȘȀʿ ȘȩȘࡷˌƚɟȩ ǀȩɟ ɾǕƚ ɯʕɔɔȩɟɾ
ʲƚżɾȩɟɯࡏ ĦǕƚȘ żȀŏɯɯǞǀʿǞȘǃ ŏ Șƚʶ Ƈŏɾŏ ɔȩǞȘɾࡈ ȩȘȀʿ ȘƚƚƇ ɾȩ
żȩȒɔʕɾƚ ǞȘȘƚɟ ɔɟȩƇʕżɾɯ ȩɟ࡫ ɾǕƚ ȘȩȘࡷȀǞȘƚŏɟ ǺƚɟȘƚȀ ǞȘȘƚɟ
ɔɟȩƇʕżɾ࡬ ʶǞɾǕ ɾǕǞɯ ɯʕųɯƚɾ ȩǀ ɾɟŏǞȘǞȘǃ ʲƚżɾȩɟɯࡏ ߤߞ
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̐Ύͻθ˨ξ͖χΎ; ϑΎ ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

ëȩȒƚ ųŏɯǞż ɾɟŏȘɯǀȩɟȒŏɾǞȩȘɯ ȩǀ ɾǕƚ ɯȩǀɾࡷȒŏɟǃǞȘ ȩųǲƚżɾǞʲƚࡇ

ȒǞȘ
!β

‖β‖ߞ + *
ȗ∑

ǝ=ߝ
εǝ.

ȒǞȘ
!β

‖β‖ߞ + *
ȗ∑

ǝ=ߝ
Ȓŏʾ(ߜ, −ߝ ʻǝ · 〈!̋ǝ, !β〉).

ȒǞȘ
!β

λ‖β‖ߞ +
ȗ∑

ǝ=ߝ
Ȓŏʾ(ߜ, −ߝ ʻǝ · 〈!̋ǝ, !β〉).

÷Ǖƚɯƚ ŏɟƚ ŏȀȀ ƚɛʕǞʲŏȀƚȘɾࡏ λ = */ߝ Ǟɯ ǲʕɯɾ ŏȘȩɾǕƚɟ ɯżŏȀǞȘǃ
ɔŏɟŏȒƚɾƚɟࡏ

ߥߞ

u → uoup.EE?4?.ieie
↳Q.i.io:÷÷'s:*.
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͖͑;͇̥ ͱΎχχ

mǞȘǃƚࡷȀȩɯɯࡇ Ȓŏʾ(ߜ, −ߝ ʻǝ · 〈!̋ǝ, !β〉)ࡏ áƚżŏȀȀ ɾǕŏɾ ʻǝ ∈ ,ߝ−} ࡏ{ߝ

ëȩǀɾࡷȒŏɟǃǞȘ ëģࡇ�

ȒǞȘ
!β

[ ȗ∑

ǝ=ߝ
Ȓŏʾ(ߜ, −ߝ ʻǝ · 〈!̋ǝ, !β〉) + λ‖!β‖ߞߞ

]
. ࡬ߝ࡫

ߜߟ

- -

¥¥'t
y:#fi::S?
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̐Ύͻθ˨ξ͖χΎ; ϑΎ ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

+ȩȒɔŏɟƚ ɾǕǞɯ ɾȩ ɾǕƚ ȀȩǃǞɯɾǞż ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ Ȁȩɯɯ ɯȀǞǃǕɾȀʿ࡫
ɟƚǀȩɟȒʕȀŏɾƚƇ ǀȩɟ ʻǝ ∈ ,ߝ−} ࡇ࡬{ߝ

ȗ∑

ǝ=ߝ
− Ȁȩǃ(ߝ− ߝ

−ߝ ƙʻǝ·〈!̋ǝ,!β〉
〉

ߝߟ

- §

n



̐Ύͻθ˨ξ͖χΎ; ϑΎ ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

ëȩࡈ ǞȘ ɾǕƚ ƚȘƇࡈ ɾǕƚ ǀʕȘżɾǞȩȘ ȒǞȘǞȒǞˌƚƇ ʶǕƚȘ ˙ȘƇǞȘǃ !β ǀȩɟ ɾǕƚ
ɯɾŏȘƇŏɟƇ ɯȩǀɾࡷȒŏɟǃǞȘ ëģ� Ǟɯ ʲƚɟʿ ɯǞȒǞȀŏɟ ɾȩ ɾǕƚ ȩųǲƚżɾǞʲƚ
ǀʕȘżɾǞȩȘ ȒǞȘǞȒǞˌƚƇ ʶǕƚȘ ˙ȘƇǞȘǃ !β ʕɯǞȘǃ ȀȩǃǞɯɾǞż ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ
ʶǞɾǕ ߞ$ ɟƚǃʕȀŏɟǞˌŏɾǞȩȘࡏ ëȩɟɾ ȩǀࡏࡏࡏ

$ȩɾǕ ǀʕȘżɾǞȩȘɯ żŏȘ ųƚ ȩɔɾǞȒǞˌƚƇ ʕɯǞȘǃ ˙ɟɯɾࡷȩɟƇƚɟ ȒƚɾǕȩƇɯ ȀǞǺƚ
ǃɟŏƇǞƚȘɾ ƇƚɯżƚȘɾࡏ ÷ǕǞɯ Ǟɯ Șȩʶ ŏ żȩȒȒȩȘ żǕȩǞżƚ ǀȩɟ Ȁŏɟǃƚ
ɔɟȩųȀƚȒɯࡏ

ߞߟ



̐Ύͻθ˨ξ͖χΎ; ϑΎ ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

÷Ǖƚ ǲʕɟʿ Ǟɯ ɯɾǞȀȀ ȩʕɾ ȩȘ Ǖȩʶ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ ɾǕƚɯƚ ȒƚɾǕȩƇɯ ŏɟƚࡏࡏࡏ

ࡄ ĦȩɟǺ ɾǕɟȩʕǃǕ ��ÈÐϡÈÉ°ãêϡãúÈϙ°ÜāÉࡏ�
ࡄ ÷ǕƚȘ żȩȒɔȀƚɾƚ Ȁŏų Â��ϡÈÉ°ãêϡÜ�ßê°�Âϙ°ÜāÉࡏ�

ߟߟ


