
+ëࡷĆĮ ࡇߟߢߡߠ �ƚżɾʕɟƚ ߟߝ
�ƚɟȘƚȀ �ƚɾǕȩƇɯ

�ĮĆ ÷ŏȘƇȩȘ ëżǕȩȩȀ ȩǀ CȘǃǞȘƚƚɟǞȘǃࡈ Úɟȩǀࡏ +ǕɟǞɯɾȩɔǕƚɟ �ʕɯżȩ

ߝ



̐Ύϟξχ̥ ˨̙ͻ͖;

�ʿ Șƚʶ ȩǀ˙żƚࡇ ­êêÜãϓϟϟÉāïϙĆÐÐÈϙïãϟÈāϟ�Èïã�Ð

ࡄ ģǞɯǞɾ ɾǕǞɯ Ćá� ƇʕɟǞȘǃ Ȓʿ ȩǀ˙żƚ Ǖȩʕɟɯ ȩɟ ŏȘʿ ǞȘƇǞʲǞƇʕŏȀ
ȒƚƚɾǞȘǃɯࡏ

ࡄ Įȩʕ żŏȘ ŏȀɯȩ Ƈɟȩɔࢅ ǞȘࢆ ƚʲƚȘ Ǟǀ v࢈Ȓ Șȩɾ ǞȘ ɾǕƚ żǕŏɾࡏ v ʶǞȀȀ
ɟƚżƚǞʲƚ ŏȘ ƚȒŏǞȀ ȘȩɾǞ˙żŏɾǞȩȘ ȒǞǃǕɾ࡫ ɾŏǺƚ Ȓƚ ŏ ǀƚʶ
ȒǞȘʕɾƚɯ ɾȩ ȘȩɾǞżƚ࡬ ŏȘƇ żŏȘ ɾǕƚȘ Ȁƚɾ ʿȩʕ ǞȘ Ǟǀ v࢈Ȓ ǀɟƚƚࡏ

ࡄ _ȩɟ Ȁƚżɾʕɟƚɯ ɯɾǞȀȀ ʕɯƚ ɾǕƚ ȀǞȘǺɯ ȩȘ �ĮĆ +Ȁŏɯɯƚɯ ʶǕǞżǕ࡫
ŏȀȀȩʶɯ ǀȩɟ ŏʕɾȩȒŏɾǞż ɟƚżȩɟƇǞȘǃࡈ ɾɟŏȘɯżɟǞɔɾǞȩȘࡈ ƚɾż࡬ࡏ

ߞ



̐Ύϟξχ̥ θξΎ̥ͩ̐ϑ

$ʿ ߝࡕߠ Șƚʾɾ࡫ ĦƚƇȘƚɯƇŏʿ࡬ żǕȩȩɯƚ ŏ ɔŏɟɾȘƚɟ ŏȘƇ ɾȩɔǞżࡏ

ࡄ CȒŏǞȀ Ȓƚ ɾƚŏȒ ȒƚȒųƚɟɯࡈ ɔɟȩǲƚżɾ ɾȩɔǞżࡈ ŏȘƇ ŏ ɯƚȘɾƚȘżƚ ȩɟ
ɾʶȩ ŏųȩʕɾ ʿȩʕɟ ǞƇƚŏࡏ vǀ ʿȩʕ Ǖŏʲƚ ŏȘʿ Ƈŏɾŏ ɯƚɾɯ ǞȘ ȒǞȘƇࡈ Ȁƚɾ
Ȓƚ ǺȘȩʶ ɾǕŏɾ ŏɯ ʶƚȀȀࡏ

ࡄ ÷ǕƚȘ ɯƚɾ ʕɔ ŏ ȒƚƚɾǞȘǃ ŏɾࡇ ­êêÜãϓϟϟ�Ð�ãϙ¨ÐÐ¨Â�ϙ�ÐÈϟ
ãÜß���ã­��êãϟ�ϟ΁�ãW·°�΄q§x�΅¼Ð,�úã$Έϡ
a΁7�¨�ï§¿q��a·�;§T$$V΀ϟ��°êϚïãÜиã­�ß°É¨ࡏ

ߟ



ͱ̥ϑχ ̥˨χ̥ ̊˨̐ͬ ͖;ϑΎ ϑ͖͑;͇χ

ǹࡷ�� ŏȀǃȩɟǞɾǕȒࡇ ŏ ɯǞȒɔȀƚ ųʕɾ ɔȩʶƚɟǀʕȀ ųŏɯƚȀǞȘƚ ǀȩɟ
żȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘࡏ

÷ɟŏǞȘǞȘǃ Ƈŏɾŏࡇ ,ߝ̋!) ʻߝ), . . . , (!̋ȗ, ʻȗ) ʶǕƚɟƚ ʻߝ, . . . , ʻȗ ∈ ,ߝ} . . . ,ɗ}ࡏ

+ȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒࡇ

bǞʲƚȘ Șƚʶ ǞȘɔʕɾ !̋ȗƙʲࡈ

ࡄ +ȩȒɔʕɾƚ ɫǝȑ(!̋ȗƙʲ,!̋ߝ), . . . , ɫǝȑ(!̋ȗƙʲ,!̋ȗ).

ࡄ �ƚɾ !̋Ǳߝ , . . . ,!̋Ǳǹ ųƚ ɾǕƚ ǹ ɾɟŏǞȘǞȘǃ Ƈŏɾŏ ʲƚżɾȩɟɯ ʶǞɾǕ ǕǞǃǕƚɯɾ
ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ ɾȩ !̋ȗƙʲࡏ

ࡄ ÚɟƚƇǞżɾ ʻȗƙʲ ŏɯ ȑŏǱȧɛǝɺʻ(ʻǱߝ , . . . , ʻǱǹ)ࡏ

ߠ

-
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-
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͖;;̥ξ θξΎ̙ϟ̐ϑ χ͖ͻ͖ͱ˨ξ͖ϑІ

bǞʲƚȘ Ƈŏɾŏ ʲƚżɾȩɟɯ !̋, !̡ ∈ RƆࡈ ɾǕƚ ǞȘȘƚɟ ɔɟȩƇʕżɾ 〈!̋, !̡ 〉 Ǟɯ ŏ
ȘŏɾʕɟŏȀ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ Ȓƚŏɯʕɟƚࡏ

〈!̋, !̡ 〉 =
Ɔ∑

ǝ=ߝ

!̋[ǝ]!̡ [ǝ] = żȩɯ(θ)‖!̋‖ߞ‖!̡ .ߞ‖

ߡ

#



ͻ;͖χϑ ͖ͻ˨͇̥ ̙˨ϑ˨

CŏżǕ ɔǞʾƚȀ Ǟɯ ȘʕȒųƚɟ ǀɟȩȒ ,ߜ] ࡏ[ߝ ߜ Ǟɯ ųȀŏżǺࡈ ߝ Ǟɯ ʶǕǞɾƚࡏ
áƚɔɟƚɯƚȘɾ ×ߤߞ ߤߞ ȒŏɾɟǞʾ ȩǀ ɔǞʾƚȀ ʲŏȀʕƚɯ ŏɯ ŏ ˚ŏɾɾƚȘƚƇ ʲƚżɾȩɟࡏ

ߢ



͖;;̥ξ θξΎ̙ϟ̐ϑ ͂Ύξ ͻ;͖χϑ

vȘȘƚɟ ɔɟȩƇʕżɾ ųƚɾʶƚƚȘ ��vë÷ ƇǞǃǞɾɯࡇ

〈!̋, !̡ 〉 =
∑ߤߞ

ǝ=ߝ

∑ߤߞ

Ǳ=ߝ
È�êĀ[ǝ, Ǳ]È�êû[ǝ, Ǳ].

vȘȘƚɟ ɔɟȩƇʕżɾ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ Ǟɯ ǕǞǃǕƚɟ ʶǕƚȘ ɾǕƚ ǞȒŏǃƚɯ Ǖŏʲƚ Ȁŏɟǃƚ
ɔǞʾƚȀ ʲŏȀʕƚɯ żȀȩɯƚ࡫ ɾȩ ࡬ߝ ǞȘ ɾǕƚ ɯŏȒƚ ȀȩżŏɾǞȩȘɯࡏ vࡏƚࡏ ʶǕƚȘ ɾǕƚʿ
Ǖŏʲƚ ŏ Ȁȩɾ ȩǀ ȩʲƚɟȀŏɔɔǞȘǃ ʶǕǞɾƚࡕȀǞǃǕɾ ǃɟŏʿ ɔǞʾƚȀɯࡏ

ߣ
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͖;;̥ξ θξΎ̙ϟ̐ϑ ͂Ύξ ͻ;͖χϑ

ģǞɯʕŏȀǞˌǞȘǃ ɾǕƚ ǞȘȘƚɟ ɔɟȩƇʕżɾ ųƚɾʶƚƚȘ ɾʶȩ ǞȒŏǃƚɯࡇ

vȒŏǃƚɯ ʶǞɾǕ ǕǞǃǕ ǞȘȘƚɟ ɔɟȩƇʕżɾ Ǖŏʲƚ ŏ Ȁȩɾ ȩǀ ȩʲƚɟȀŏɔࡏ

ߤ



ϻ͖̥Ͼ Ύ͂ ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

°ȘƚࡷʲɯࡷࡏŏȀȀ +ȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘ ʶǞɾǕ �ȩǃǞɯɾǞż áƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡇ

ࡄ �ƚŏɟȘ ɗ żȀŏɯɯǞ˙ƚɟɯ ʶǞɾǕ ɔŏɟŏȒƚɾƚɟɯ !βߜ, !βߝ, . . . , !βɗ−ࡏߝ
ࡄ bǞʲƚȘ !̋ȗƙʲ żȩȒɔʕɾƚ 〈!̋ȗƙʲ, !βߜ〉, . . . , 〈!̋ȗƙʲ, !βɗ−ߝ〉
ࡄ ÚɟƚƇǞżɾ żȀŏɯɯ ʻȗƙʲ = ŏɟǃȒŏʾǝ〈!̋ȗƙʲ, !βǝ〉ࡏ

vǀ ƚŏżǕ !̋ Ǟɯ ŏ ʲƚżɾȩɟ ʶǞɾǕ ×ߤߞ ߤߞ = ߠߤߣ ƚȘɾɟǞƚɯ ɾǕŏȘ ƚŏżǕ !βǝ
ŏȀɯȩ Ǖŏɯ ߠߤߣ ƚȘɾɟǞƚɯࡏ CŏżǕ ɔŏɟŏȒƚɾƚɟ ʲƚżɾȩɟ żŏȘ ųƚ ʲǞƚʶƚƇ ŏɯ ŏ
×ߤߞ ߤߞ ǞȒŏǃƚࡏ

ߥ
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ͻ˨ϑ̥̙̐͑ ͖͂ͱϑ̥ξ

ģǞɯʕŏȀǞˌǞȘǃ !βߜ, . . . , !βࡇߥ

_ȩɟ ŏȘ ǞȘɔʕɾ ǞȒŏǃƚ ࡈ żȩȒɔʕɾƚ ǞȘȘƚɟ ɔɟȩƇʕżɾ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ
ʶǞɾǕ ŏȀȀ ʶƚǞǃǕɾ ȒŏɾɟǞżƚɯ ŏȘƇ żǕȩȩɯƚ Ȓȩɯɾ ɯǞȒǞȀŏɟ ȩȘƚࡏ

vȘ żȩȘɾɟŏɯɾ ɾȩ ǹࡈ��ࡷ ȩȘȀʿ ȘƚƚƇ ɾȩ żȩȒɔʕɾƚ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ ʶǞɾǕ ɗ
ǞɾƚȒɯ ǞȘɯɾƚŏƇ ȩǀ ȗࡏ

ߜߝ

O k
E .

G
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ϻ͖̥Ͼ Ύ͂ ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

ëƚȀƚżɾ żȀŏɯɯ ǀȩɟ !̋ȗƙʲ ʶǕǞżǕ ŏżǕǞƚʲƚɯ ǕǞǃǕƚɯɾ ࡈࢆɯżȩɟƚࢅ ŏɯ
ȒƚŏɯʕɟƚƇ ųʿ ɾǕƚ ǞȘȘƚɟ ɔɟȩƇʕżɾ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾ ʿࡏ

ߝߝ

0



˨ͱϑ̥ξ;˨ϑ͖ϻ̥ ϻ͖̥Ͼ

�ȩǃǞɯɾǞż áƚǃɟƚɯɯǞȩȘ �ȩƇƚȀࡇ

bǞʲƚȘ Ƈŏɾŏ ȒŏɾɟǞʾ ĭ ∈ Rȗ×Ɔ Ǖƚɟƚ࡫ Ɔ = ࡬ߠߤߣ ŏȘƇ ųǞȘŏɟʿ ȀŏųƚȀ
ʲƚżɾȩɟ !̒ ∈ ,ߜ} ȗ{ߝ ǀȩɟ żȀŏɯɯ ǝ ߝ࡫ Ǟǀ ǞȘ żȀŏɯɯ ǝࡈ ߜ Ǟǀ Șȩɾࡈ࡬ ˙ȘƇ !βǝ ∈ RƆ

ɾȩ ȒǞȘǞȒǞˌƚ ɾǕƚ Ȁȩǃ Ȁȩɯɯ ųƚɾʶƚƚȘࡇ

!̒ ŏȘƇ ǔ(ĭ!β)

ʶǕƚɟƚ ǔ(ĭ!βǝ) = ߝ
ƙ−ĭ!βǝ+ߝ

ŏɔɔȀǞƚɯ ɾǕƚ ȀȩǃǞɯɾǞż ǀʕȘżɾǞȩȘ ƚȘɾɟʿʶǞɯƚ
ɾȩ ɾǕƚ ʲƚżɾȩɟ ĭ!βࡏ

�ȩɯɯ ࣌ −
∑ȗ

Ǳ=ߝ ʻǱ Ȁȩǃ(ǔ(ĭ!βǝ)[Ǳ]) + −ߝ) ʻǱ) Ȁȩǃ(ߝ− ǔ(ĭ!βǝ)[Ǳ])

ߞߝ

-

p
d a t a matrix

= ←



˨ͱϑ̥ξ;˨ϑ͖ϻ̥ ϻ͖̥Ͼ

�ȩǃǞɯɾǞż áƚǃɟƚɯɯǞȩȘ �ȩƇƚȀࡇ

bǞʲƚȘ Ƈŏɾŏ ȒŏɾɟǞʾ ĭ ∈ Rȗ×Ɔ Ǖƚɟƚ࡫ Ɔ = ࡬ߠߤߣ ŏȘƇ ųǞȘŏɟʿ ȀŏųƚȀ
ʲƚżɾȩɟ !̒ ∈ ,ߜ} ȗ{ߝ ǀȩɟ żȀŏɯɯ ǝ ߝ࡫ Ǟǀ ǞȘ żȀŏɯɯ ǝࡈ ߜ Ǟǀ Șȩɾࡈ࡬ ˙ȘƇ !β ∈ RƆ

ɾȩ ȒǞȘǞȒǞˌƚ ɾǕƚ Ȁȩǃ Ȁȩɯɯ ųƚɾʶƚƚȘࡇ

!̒ ŏȘƇ ǔ(ĭ!β)

áƚȒǞȘƇƚɟ ǀɟȩȒ ȀǞȘƚŏɟ ŏȀǃƚųɟŏࡇ ĦǞɾǕȩʕɾ Ȁȩɯɯ ȩǀ ǃƚȘƚɟŏȀǞɾ ʿࡈ żŏȘ
ŏɯɯʕȒƚ ɾǕŏɾ !β ȀǞƚɯ ǞȘ ɾǕƚ ɟȩʶ ɯɔŏȘ ȩǀ ĭࡏ

ëȩ ǀȩɟ ŏȘʿ !β ∈ RƆࡈ ɾǕƚɟƚ ƚʾǞɯɾɯ ŏ ʲƚżɾȩɟ !α ∈ Rȗ ɯʕżǕ ɾǕŏɾࡇ

!β = ĭî!α.

ߟߝ

r i f f !
= logisti

c function

-

X B = X x i ,
I f : 111¥11,]
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˨ͱϑ̥ξ;˨ϑ͖ϻ̥ ϻ͖̥Ͼ

�ȩǃǞɯɾǞż áƚǃɟƚɯɯǞȩȘ CɛʕǞʲŏȀƚȘɾ _ȩɟȒʕȀŏɾǞȩȘࡇ

bǞʲƚȘ Ƈŏɾŏ ȒŏɾɟǞʾ ĭ ∈ Rȗ×Ɔ Ǖƚɟƚ࡫ Ɔ = ࡬ߠߤߣ ŏȘƇ ųǞȘŏɟʿ ȀŏųƚȀ
ʲƚżɾȩɟ !̒ ∈ ,ߜ} ȗ{ߝ ǀȩɟ żȀŏɯɯ ǝ ߝ࡫ Ǟǀ ǞȘ żȀŏɯɯ ǝࡈ ߜ Ǟǀ Șȩɾࡈ࡬ ˙ȘƇ !α ∈ Rȗ

ɾȩ ȒǞȘǞȒǞˌƚ ɾǕƚ Ȁȩǃ Ȁȩɯɯ ųƚɾʶƚƚȘࡇ

!̒ ŏȘƇ ǔ(ĭĭî!α).

+ŏȘ ɯɾǞȀȀ ųƚ ȒǞȘǞȒǞˌƚƇ ʲǞŏ ǃɟŏƇǞƚȘɾ ƇƚɯżƚȘɾࡇ

∇�(!α) = ĭĭî(ǔ(ĭĭî!α)− !̒).

ߠߝ

Co,o,},o , i . . . ]

a



ξ̥͂Ύξͻϟͱ˨ϑ̥̙ ϻ͖̥Ͼ

ĦǕŏɾ Ƈȩƚɯ żȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘ ǀȩɟ ŏ Șƚʶ ɔȩǞȘɾ !̋ȗƙʲ ȀȩȩǺ ȀǞǺƚࡐ áƚżŏȀȀ
ɾǕŏɾ ǀȩɟ ŏ ǃǞʲƚȘ ȩȘƚࡷʲɯࡷŏȀȀ żȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘ ǝࡈ ɾǕƚ ȩɟǞǃǞȘŏȀ
ɔŏɟŏȒƚɾƚɟ ʲƚżɾȩɟ !βǝ = ĭî!αǝࡏ

ࡄ �ƚŏɟȘ ɗ żȀŏɯɯǞ˙ƚɟɯ ʶǞɾǕ ɔŏɟŏȒƚɾƚɟɯ !αߝ, !αߞ, . . . , !αɗࡏ
ࡄ bǞʲƚȘ !̋ȗƙʲ żȩȒɔʕɾƚ 〈!̋ȗƙʲ, ĭî!αߝ〉, . . . , 〈!̋ȗƙʲ, ĭî!αɗ〉
ࡄ ÚɟƚƇǞżɾ żȀŏɯɯ ʻȗƙʲ = ŏɟǃȒŏʾǝ〈!̋ȗƙʲ, ĭî!αǝ〉ࡏ

ߡߝ

= I do,...,'d@

=



ξ̥͂Ύξͻϟͱ˨ϑ̥̙ ϻ͖̥Ͼ

ëżȩɟƚ ǀȩɟ żȀŏɯɯ ǝࡇ

〈!̋ȗƙʲ, ĭî!αǝ〉 = !̋îȗƙʲĭî!αǝ
= 〈ĭ!̋ȗƙʲ, !αǝ〉

=
ȗ∑

Ǳ=ߝ
!αǝ[Ǳ]〈!̋ȗƙʲ,!̋Ǳ〉.

ߢߝ
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Ύξ͖͇͖;˨ͱ ϻ͖̥Ͼ Ύ͂ ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

ߣߝ

O

O
O



;̥Ͼ ϻ͖̥Ͼ Ύ͂ ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

�ƚŏɟȘ ȗ ȀƚȘǃɾǕ ɔŏɟŏȒƚɾƚɟ ʲƚżɾȩɟɯ !αߜ, . . . , !αࡈߥ ȩȘƚ ǀȩɟ ƚŏżǕ żȀŏɯɯࡏ

ߤߝ

÷. O O o
÷ 0 0



;̥Ͼ ϻ͖̥Ͼ Ύ͂ ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

+ȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘ ȀȩȩǺɯ ɯǞȒǞȀŏɟ ɾȩ ǹࡇ��ࡷ ʶƚ żȩȒɔʕɾƚ ɾǕƚ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ
ųƚɾʶƚƚȘ !̋ȗƙʲ ŏȘƇ ƚʲƚɟʿ ȩɾǕƚɟ ʲƚżɾȩɟ ǞȘ ȩʕɟ ɾɟŏǞȘǞȘǃ Ƈŏɾŏ ɯƚɾࡏ �
ʶƚǞǃǕɾƚƇ ɯʕȒ ȩǀ ɾǕƚ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾǞƚɯ ȀƚŏƇɯ ɾȩ ɯżȩɟƚɯ ǀȩɟ ƚŏżǕ żȀŏɯɯࡏ

�ɯɯǞǃȘ !̋ȗƙʲ ɾȩ ɾǕƚ żȀŏɯɯ ʶǞɾǕ ǕǞǃǕƚɯɾ ɯżȩɟƚࡏ

ߥߝ

§?di's3Lxj,xnew7 f o r a l l i : O . . . . - 9
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̙͖ϻ͖;͇ ͖;ϑΎ χ͖ͻ͖ͱ˨ξ͖ϑІ

°ǀɾƚȘ ɾǕƚ ǞȘȘƚɟ ɔɟȩƇʕżɾ Ƈȩƚɯ Șȩɾ ȒŏǺƚ ɯƚȘɯƚ ŏɯ ŏ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ
Ȓƚŏɯʕɟƚ ųƚɾʶƚƚȘ Ƈŏɾŏ ʲƚżɾȩɟɯࡏ mƚɟƚ࢈ɯ ŏȘ ƚʾŏȒɔȀƚ ɟƚżŏȀȀ࡫ ɾǕŏɾ
ɯȒŏȀȀƚɟ ǞȘȘƚɟ ɔɟȩƇʕżɾ ȒƚŏȘɯ Ȁƚɯɯ ɯǞȒǞȀŏɟࡇ࡬

$ʕɾ żȀƚŏɟȀʿ ɾǕƚ ˙ɟɯɾ ǞȒŏǃƚ Ǟɯ Ȓȩɟƚ ɯǞȒǞȀŏɟࡏ

mƚɟƚ࢈ɯ ŏ Ȓȩɟƚ ɟƚŏȀǞɯɾǞż ɯżƚȘŏɟǞȩࡏ ߜߞ

" { z ;x ; ¥7j , X ;
j #

I

2 JE t -
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̥ͬξ;̥ͱ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;χࡇ θ̥ξχθ̥̐ϑ͖ϻ̥ Ύ;̥

� ǺƚɟȘƚȀ ǀʕȘżɾǞȩȘ ǹ(!̋,!̒) Ǟɯ ɯǞȒɔȀʿ ŏ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ Ȓƚŏɯʕɟƚ
ųƚɾʶƚƚȘ Ƈŏɾŏ ɔȩǞȘɾɯࡏ

ǹ(!̋,!̒) =





Ȁŏɟǃƚ Ǟǀ !̋ ŏȘƇ !̒ ŏɟƚ ɯǞȒǞȀŏɟࡏ
żȀȩɯƚ ɾȩ ߜ Ǟǀ !̋ ŏȘƇ !̒ ŏɟƚ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾࡏ

CʾŏȒɔȀƚࡇ ÷Ǖƚ áŏƇǞŏȀ $ŏɯǞɯ _ʕȘżɾǞȩȘ ࡬_$á࡫ ǺƚɟȘƚȀࡈ ŏǺŏ ɾǕƚ
bŏʕɯɯǞŏȘ ǺƚɟȘƚȀࡇ

ǹ(!̋,!̒) = ƙ−‖!̋−!̒‖ߞߞ/σߞ

ǀȩɟ ɯȩȒƚ ɯżŏȀǞȘǃ ǀŏżɾȩɟ σࡏ

ߝߞ

- . .

( o r negative)

e-
11×-0117<e-11×-211? → s o n seal ing factor

- → 0 wh e n
closert o o closert o1

= 11×-7115i s
large

119-51152 H I -E l l i → I w i r e ,

n o r 0 0 " '' I I I ."
-
Hy-xlii--At-all: I ] 5 8 ¥



̥ͬξ;̥ͱ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;χࡇ θ̥ξχθ̥̐ϑ͖ϻ̥ Ύ;̥

�ȩɾɯ ȩǀ ǺƚɟȘƚȀ ǀʕȘżɾǞȩȘɯ ǀʕȘżɾǞȩȘɯ ǞȘʲȩȀʲƚ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒŏɾǞȩȘɯ ȩǀ
〈!̋,!̒〉 ȩɟ ‖!̋ − ࡇߞ‖̒!

ࡄ bŏʕɯɯǞŏȘ á$_ �ƚɟȘƚȀࡇ ǹ(!̋,!̒) = ƙ−‖!̋−!̒‖ߞߞ/σߞ

ࡄ �ŏɔȀŏżƚ �ƚɟȘƚȀࡇ ǹ(!̋,!̒) = ƙ−‖!̋−!̒‖ߞ/σ

ࡄ ÚȩȀʿȘȩȒǞŏȀ �ƚɟȘƚȀࡇ ǹ(!̋,!̒) = (〈!̋,!̒〉+ ࡏɗ(ߝ

$ʕɾ ʿȩʕ żŏȘ ǞȒŏǃǞȘƚ ȒʕżǕ Ȓȩɟƚ żȩȒɔȀƚʾ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ ȒƚɾɟǞżɯࡏ

ߞߞ

-

O

-

- →
a ¥ : *



̥ͬξ;̥ͱ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;χࡇ θ̥ξχθ̥̐ϑ͖ϻ̥ ϑϾΎ

_ȩɟ ŏ ɯǞȒɔȀƚ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒ ȀǞǺƚ ǹࡷ�� ʿȩʕ żŏȘ ɯʶŏɔ ȩʕɟ ɾǕƚ ǞȘȘƚɟ
ɔɟȩƇʕżɾ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ ʶǞɾǕ ŏȘʿ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ ǀʕȘżɾǞȩȘ ʿȩʕ żȩʕȀƇ
ɔȩɯɯǞųȀʿ ǞȒŏǃǞȘƚࡏ

_ȩɟ ŏ ȒƚɾǕȩƇɯ ȀǞǺƚ ȀȩǃǞɯɾǞż ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡈ ɾǕǞɯ Ǟɯ Șȩɾ ɾǕƚ żŏɯƚࡏࡏࡏ

áƚżŏȀȀࡇ Ħƚ ȀƚŏɟȘƚƇ ŏ ɔŏɟŏȒƚɾƚɟ ʲƚżɾȩɟ !α ɾȩ ȒǞȘǞȒǞˌƚ ��(!̒, ĭî!α)
ʶǕƚɟƚ ��() ƇƚȘȩɾƚɯ ɾǕƚ ȀȩǃǞɯɾǞż Ȁȩɯɯࡏ ÷ǕƚȘ ʶƚ żȀŏɯɯǞ˙ƚƇ ʲǞŏࡇ

〈!̋ȗƙʲ, ĭî!α〉 = !̋îȗƙʲĭî!α =
ȗ∑

Ǳ=ߝ
!α[Ǳ]〈!̋ȗƙʲ,!̋Ǳ〉.

÷Ǖƚ ǞȘȘƚɟ ɔɟȩƇʕżɾ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ żŏȒƚ ǀɟȩȒ ɾǕƚ ǀŏżɾ ɾǕŏɾ ȩʕɟ
ɔɟƚƇǞżɾǞȩȘɯ ʶƚɟƚ ųŏɯƚƇ ȩȘ ɾǕƚ ȀǞȘƚŏɟ ǀʕȘżɾǞȩȘ ĭîαࡏ

ߟߞ

→

X I : X (xto)
s - s



̥ͬξ;̥ͱ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;χ ˨χ ̥͂˨ϑϟξ̥ ϑξ˨;χ͂Ύξͻ˨ϑ͖Ύ;

� ɔȩɯǞɾǞʲƚ ɯƚȒǞƇƚ˙ȘǞɾƚ ࡬Úë4࡫ ǺƚɟȘƚȀ Ǟɯ ŏȘʿ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ ǀʕȘżɾǞȩȘ
ʶǞɾǕ ɾǕƚ ǀȩȀȀȩʶǞȘǃ ǀȩɟȒࡇ

ǹ(!̋, !̡ ) = φ(!̋)îφ(!̡ )

ʶǕƚɟƚ φ : RƆ → Rȑ Ǟɯ ŏ ɯȩȒƚ ǀƚŏɾʕɟƚ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒŏɾǞȩȘ ǀʕȘżɾǞȩȘࡏ

ߠߞ

I-4¥, I ' : * ,

=

I.±! I ' l l
a 0 £



̥ͬξ;̥ͱ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;χ ˨;̙ ̥͂˨ϑϟξ̥ ϑξ˨;χ͂Ύξͻ˨ϑ͖Ύ;

CʾŏȒɔȀƚࡇ 4ƚǃɟƚƚ ߞ ɔȩȀʿȘȩȒǞŏȀ ǺƚɟȘƚȀࡈ ǹ(!̋, !̡ ) = (!̋î!̡ + ࡏߞ(ߝ

!̋ =




ߝʺ
ߞʺ
ߟʺ



 φ(!̋) =





√ߝ
√ߝʺߞ
√ߞʺߞ
ߟʺߞ
ߝߞʺ
ߞߞʺ
√ߟߞʺ
√ߞʺߝʺߞ
√ߟʺߝʺߞ
ߟʺߞʺߞ





(!̋î!̡ + ߞ(ߝ = ߝʻߝʺ) + ߞʻߞʺ + ߟʻߟʺ + ߞ(ߝ

= +ߝ ߝʲߝʺߞ + ߞʲߞʺߞ + ߟʲߟʺߞ + ߝߞʲߝߞʺ + ߞߞʲߞߞʺ + ߟߞʲߟߞʺ
+ ߞʲߞʺߝʲߝʺߞ + ߟʲߟʺߝʲߝʺߞ + ߟʲߟʺߞʲߞʺߞ

= φ(!̋)îφ(!̡ ). ߡߞ

=

-

o r = 1 0d : 3 -

O
-

=
0 w w w

- - -

- - - -

-



̥ͬξ;̥ͱ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;χ ˨;̙ ̥͂˨ϑϟξ̥ ϑξ˨;χ͂Ύξͻ˨ϑ͖Ύ;

�ȩɾ ŏȀȀ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ ȒƚɾɟǞżɯ ʿȩʕ ŏɟƚ ɔȩɯǞɾǞʲƚ ɯƚȒǞƇƚ˙ȘǞɾƚ ࡈ࡬Úë4࡫
ųʕɾ ŏȀȀ ȩǀ ɾǕƚ ȩȘƚɯ ʶƚ ɯŏʶ ƚŏɟȀǞƚɟ ŏɟƚࡇ

ࡄ bŏʕɯɯǞŏȘ á$_ �ƚɟȘƚȀࡇ ǹ(!̋,!̒) = ƙ−‖!̋−!̒‖ߞߞ/σߞ

ࡄ �ŏɔȀŏżƚ �ƚɟȘƚȀࡇ ǹ(!̋,!̒) = ƙ−‖!̋−!̒‖ߞ/σ

ࡄ ÚȩȀʿȘȩȒǞŏȀ �ƚɟȘƚȀࡇ ǹ(!̋,!̒) = (〈!̋,!̒〉+ ࡏɗ(ߝ

�ȘƇ ɾǕƚɟƚ ŏɟƚ ȒŏȘʿ Ȓȩɟƚࡏࡏࡏ

ߢߞ

-

= o



̥ͬξ;̥ͱ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;χ ˨;̙ ̥͂˨ϑϟξ̥ ϑξ˨;χ͂Ύξͻ˨ϑ͖Ύ;

_ƚŏɾʕɟƚ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒŏɾǞȩȘɯ⇐⇒ Șƚʶ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ ȒƚɾɟǞżɯࡏ

ĆɯǞȘǃ ǹ(·, ·) ǞȘ ɔȀŏżƚ ȩǀ ɾǕƚ ǞȘȘƚɟ ɔɟȩƇʕżɾ 〈·, ·〉 Ǟɯ ƚɛʕǞʲŏȀƚȘɾ ɾȩ
ɟƚɔȀŏżǞȘǃ ƚʲƚɟʿ Ƈŏɾŏ ɔȩǞȘɾ ,ߝ̋! . . . ,!̋ȗ ǞȘ ȩʕɟ Ƈŏɾŏ ɯƚɾ ʶǞɾǕ
φ(!̋ߝ), . . . ,φ(!̋ȗ)ࡏ

ߣߞ

• a

O



ϑ˨̥ͬ˨Ͼ˨І Ύ;̥

Ħƚ żŏȘ ǞȒɔɟȩʲƚ ɔƚɟǀȩɟȒŏȘżƚ ųʿ ɟƚɔȀŏżǞȘǃ ɾǕƚ ǞȘȘƚɟ ɔɟȩƇʕżɾ
ʶǞɾǕ ŏȘȩɾǕƚɟ ǺƚɟȘƚȀ ǹ(·, ·) ǀȩɟ ɾǕƚ ɯŏȒƚ ɟƚŏɯȩȘ ɾǕŏɾ ǀƚŏɾʕɟƚ
ɾɟŏȘɯǀȩɟȒŏɾǞȩȘɯ ǞȒɔɟȩʲƚƇ ɔƚɟǀȩɟȒŏȘżƚࡏ

ĦǕƚȘ ʿȩʕ ŏƇƇ ǀƚŏɾʕɟƚɯࡈ Ǟɾ ųƚżȩȒƚɯ ɔȩɯɯǞųȀƚ ɾȩ ȀƚŏɟȘ Ȓȩɟƚ
żȩȒɔȀƚʾ ƇƚżǞɯǞȩȘ ųȩʕȘƇŏɟǞƚɯ ǞȘ࡫ ɾǕǞɯ żŏɯƚ ŏ żǞɟżȀƚ࡬ ʶǞɾǕ ŏ
ȀǞȘƚŏɟ żȀŏɯɯǞ˙ƚɟࡏ

ߤߞ

X ,' Xu ' X ,X u

X , O

X v



ϑ˨̥ͬ˨Ͼ˨І ϑϾΎ

Úë4 ǺƚɟȘƚȀ ǀʕȘżɾǞȩȘɯ ǃǞʲƚ ŏ ɔɟǞȘżǞɔȀƚƇ ʶŏʿ ȩǀ ɯʶŏɔɔǞȘǃࢅ ȩʕɾࢆ
ɾǕƚ ǞȘȘƚɟ ɔɟȩƇʕżɾ ʶǞɾǕ ŏ Șƚʶ ɯǞȒǞȀŏɟǞɾʿ ȒƚɾɟǞż ǀȩɟ ȀǞȘƚŏɟ
ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯ ȀǞǺƚ ȒʕȀɾǞɔȀƚ ȀǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ȩɟ ȀȩǃǞɯɾǞż ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡏ

_ȩɟ ȘȩȘࡷÚë4 ǺƚɟȘƚȀɯ Ǟɾ Ǟɯ Șȩɾ żȀƚŏɟ Ǖȩʶ ɾȩ Ƈȩ ɾǕǞɯࡏ

ߥߞ



̥ͬξ;̥ͱ ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

ëɾŏȘƇŏɟƇ ȀȩǃǞɯǞɾǞż ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ

�ȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘࡇ

�(!α) = ��(!̒, ĭî!α).

bɟŏƇǞƚȘɾࡇ

∇�(!α) = ĭĭî(ǔ(ĭĭî!α)− !̒).

ÚɟƚƇǞżɾǞȩȘࡇ

ˈ =
ȗ∑

Ǳ=ߝ
!α[Ǳ]〈!̋ȗƙʲ,!̋Ǳ〉.

ʻȗƙʲ = [ˈ > [ߜ

�ƚɟȘƚȀ ȀȩǃǞɯǞɾǞż ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ

�ȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘࡇ

�(!α) = ��(!̒,φ(ĭ)î!α).

bɟŏƇǞƚȘɾࡇ

∇�(!α) = φ(ĭ)φ(ĭ)î(ǔ(φ(ĭ)φ(ĭ)î!α)− !̒).

ÚɟƚƇǞżɾǞȩȘࡇ

ˈ =
ȗ∑

Ǳ=ߝ
!α[Ǳ]〈φ(!̋ȗƙʲ),φ(!̋Ǳ)〉

ʻȗƙʲ = [ˈ > [ߜ

ߜߟ

Xx t 01×101×5
-

pollx)↳ loss
¥

±
+
K(Knew, I ; )LB,Xmas>

.
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̥ͬξ;̥ͱ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

ëɾŏȘƇŏɟƇ ȀǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ

�ȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘࡇ

�(!α) = ‖!̒ − ĭĭî!α‖ߞ

bɟŏƇǞƚȘɾࡇ

∇�(!α) = −ĭĭî(ĭĭîαߞ !̒).

ÚɟƚƇǞżɾǞȩȘࡇ

ʻȗƙʲ =
ȗ∑

Ǳ=ߝ
!α[Ǳ]〈!̋ȗƙʲ,!̋Ǳ〉.

�ƚɟȘƚȀ ȀǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ

�ȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘࡇ

�(!α) = ‖!̒ − φ(ĭ)φ(ĭ)î!α‖ߞ

bɟŏƇǞƚȘɾࡇ

∇�(!α) = −φ(ĭ)φ(ĭ)î(φ(ĭ)φ(ĭ)îαߞ !̒).

ÚɟƚƇǞżɾǞȩȘࡇ

ʻȗƙʲ =
ȗ∑

Ǳ=ߝ
!α[Ǳ]〈φ(!̋ȗƙʲ),φ(!̋Ǳ)〉.

ߝߟ

Ily-XB%

Eto= 3

- -

O
→ kh%eu¥
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̥ͬξ;̥ͱ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

Ħƚ ʶȩȘ࢈ɾ ɯɾʕƇʿ ǺƚɟȘƚȀ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ǞȘ ƇƚɾŏǞȀࡈ ųʕɾ Ǟɾ࢈ɯ ŏ ʲƚɟʿ
ǞȒɔȩɟɾŏȘɾ ɯɾŏɾǞɯɾǞżŏȀ ɾȩȩȀࡈ ƚɯɔƚżǞŏȀȀʿ ʶǕƚȘ ƇƚŏȀǞȘǃ ʶǞɾǕ ɯɔŏɾǞŏȀ
ȩɟ ɾƚȒɔȩɟŏȀ Ƈŏɾŏࡏ

�Ȁɯȩ ǺȘȩʶȘ ŏɯ bŏʕɯɯǞŏȘ Úɟȩżƚɯɯ ࡬bÚ࡫ áƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ȩɟ �ɟǞǃǞȘǃࡏ

ߞߟ

w e



̥ͬξ;̥ͱ ͻ˨ϑξ͖Ѕ

� = φ(ĭ)φ(ĭ)î Ǟɯ żŏȀȀƚƇ ɾǕƚ ǺƚɟȘƚȀ bɟŏȒ ȒŏɾɟǞʾࡏ

ߟߟ

Xxt "Gram matrix"
o r "Gramian matrix"

m n n

n
-

u/ m o
number o f
training date Po-t' you)T



̥ͬξ;̥ͱ ϑξ͖̐ͬ

Ħƚ Șƚʲƚɟ ȘƚƚƇ ɾȩ ŏżɾʕŏȀȀʿ żȩȒɔʕɾƚ φ(!̋ߝ), . . . ,φ(!̋ȗ) ƚʾɔȀǞżǞɾȀʿࡇ

ࡄ _ȩɟ ɾɟŏǞȘǞȘǃ ʶƚ ǲʕɯɾ ȘƚƚƇ ɾǕƚ ǺƚɟȘƚȀ ȒŏɾɟǞʾ ࡈ� ʶǕǞżǕ
ɟƚɛʕǞɟƚɯ żȩȒɔʕɾǞȘǃ ǹ(!̋ǝ,!̋Ǳ) ǀȩɟ ŏȀȀ ǝ, Ǳࡏ

ࡄ _ȩɟ ɾƚɯɾǞȘǃ ʶƚ ǲʕɯɾ ȘƚƚƇ ɾȩ żȩȒɔʕɾƚ ǹ(!̋ȗƙʲ,!̋ǝ) ǀȩɟ ŏȀȀ ǝࡏ

ߠߟ

0



̥ͬξ;̥ͱ ϑξ͖̐ͬ

÷ǕǞɯ żŏȘ ȀƚŏƇ ɾȩ ɯǞǃȘǞ˙żŏȘɾ żȩȒɔʕɾŏɾǞȩȘŏȀ ɯŏʲǞȘǃɯࡋ

ࡄ ÷ɟŏȘɯǀȩɟȒ ƇǞȒƚȘɯǞȩȘ ȑ Ǟɯ ȩǀɾƚȘ ʲƚɟʿ Ȁŏɟǃƚࡇ ƚࡏǃࡏ ȑ = ª(Ɔɗ)
ǀȩɟ ŏ Ƈƚǃɟƚƚ ɗ ɔȩȀʿȘȩȒǞŏȀ ǺƚɟȘƚȀࡏ

ࡄ _ȩɟ ȒŏȘʿ ǺƚɟȘƚȀɯ ࡏǃࡏƚ࡫ ɾǕƚ bŏʕɯɯǞŏȘ ǺƚɟȘƚȀ࡬ ȑ Ǟɯ ŏżɾʕŏȀȀʿ
ǝȗ˛ȗǝɺƙࡏ

ߡߟ

O . O



̥̊ІΎ;̙ ϑ̥͑ ̥ͬξ;̥ͱ ϑξ͖̐ͬ

÷Ǖƚ ǺƚɟȘƚȀ ȒŏɾɟǞʾ � Ǟɯ ɯɾǞȀȀ ȗ× ȗ ɾǕȩʕǃǕ ʶǕǞżǕ Ǟɯ Ǖʕǃƚ ʶǕƚȘ
ɾǕƚ ȘʕȒųƚɟ ȩǀ Ƈŏɾŏ ƚʾŏȒɔȀƚɯ ȗ Ǟɯ Ȁŏɟǃƚࡏ mŏɯ ȒŏƇƚ ɾǕƚ ǺƚɟȘƚȀ
ɾɟǞżǺ Ȁƚɯɯ ŏɔɔƚŏȀǞȘǃ ǞȘ ɯȩȒƚ ȒȩƇƚɟȘ �� ŏɔɔȀǞżŏɾǞȩȘɯࡏ

�ŏȘʿ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒǞż ŏƇʲŏȘżƚɯ ǞȘ ɟƚżƚȘɾ ʿƚŏɟɯ ɔŏɟɾǞŏȀȀʿ ŏƇƇɟƚɯɯ
ɾǕǞɯ żȩȒɔʕɾŏɾǞȩȘŏȀ żǕŏȀȀƚȘǃƚ ɟŏȘƇȩȒ࡫ _ȩʕɟǞƚɟ ǀƚŏɾʕɟƚɯ
ȒƚɾǕȩƇɯࡈ �ʿɯɾɟȩȒ ȒƚɾǕȩƇɯࡈ ƚɾż࡬ࡏ
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