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bɟŏƇǞƚȘɾ 4ƚɯżƚȘɾ

�ĮĆ ÷ŏȘƇȩȘ ëżǕȩȩȀ ȩǀ CȘǃǞȘƚƚɟǞȘǃࡈ Úɟȩǀࡏ +ǕɟǞɯɾȩɔǕƚɟ �ʕɯżȩ

ߝ



ͱΎ͇͖χϑ͖̐χ

ࡄ mȩȒƚʶȩɟǺ Ƈʕƚ ĦƚƇȘƚɯƇŏ ʿࡈ Ȁŏų ÷ǕʕɟɯƇŏ ʿࡏ
ࡄ �ʿ ȩǀ˙żƚ Ǖȩʕɟɯ ȒȩʲƚƇ ɾȩ ɔȒߢࡷߠ ȩȘ ĦƚƇȘƚɯƇŏ ʿࡏ
ࡄ �ǞƇɾƚɟȒ ƚʾŏȒ Șƚʾɾ �ȩȘƇŏ ʿࡏ

ࡄ v ʶǞȀȀ ɔȩɯɾ ŏ ȀǞɯɾ ȩǀ ɾȩɔǞżɯ ŏȘƇ ɯŏȒɔȀƚ ɛʕƚɯɾǞȩȘɯ ɯǕȩɟɾȀ ʿࡏ
ࡄ ßʕƚɯɾǞȩȘɯ ʶǞȀȀ ųƚ ɯǞȒǞȀŏɟ ɾȩ ʶɟǞɾɾƚȘ ǕȩȒƚʶȩɟǺࡈ ųʕɾ ɯǕȩɟɾƚɟࡏ

ࡄ ĦƚƇȘƚɯƇŏʿ࢈ɯ żȀŏɯɯ Ǟɯ ǃȩǞȘǃ ɾȩ ųƚ ŏ ɟƚʲǞƚʶ Ƈŏ ʿࡏ Ħƚ࢈ʲƚ
ŏȀɟƚŏƇʿ ȀƚŏɟȘƚƇ ŏ Ȁȩɾࡋ

ࡄ Ħƚ ʶǞȀȀ ǃȩ ɾǕɟȩʕǃǕ ɯŏȒɔȀƚ ɔɟȩųȀƚȒɯࡈ ŏȘƇ ɔɟȩųȀƚȒɯ ɾǕŏɾ
ʶƚɟƚ ɯɾǞżǺǞȘǃ ɔȩǞȘɾɯ ȩȘ ɾǕƚ ǕȩȒƚʶȩɟǺࡏ

ߞ

reference
streetallowed



˨ ̥͂Ͼ ̐Ύͻͻ̥;ϑχ Ύ; ̐ͱ˨χχ͖͖͂̐˨ϑ͖Ύ;

�ŏɯɾ żȀŏɯɯ ʶƚ ȀƚŏɟȘƚƇ ŏųȩʕɾ ȀǞȘƚŏɟ żȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘ ŏȘƇ ȀȩǃǞɯɾǞż
ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ʶǕǞżǕ Ǟɯ ŏ ɯɔƚżǞ˙ż ȒȩƇƚȀࡕȀȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘ żȩȒųȩ
ʶǕǞżǕ ʶȩɟǺɯ ɔŏɟɾǞżʕȀŏɟȀʿ ʶƚȀȀ ǀȩɟ ˙ȘƇǞȘǃ ǃȩȩƇ ȀǞȘƚŏɟ żȀŏɯɯǞ˙ƚɟɯࡏ

�ȘƇ ǀȩɟ ȀƚŏɟȘǞȘǃ ȘȩȘࡷȀǞȘƚŏɟ żȀŏɯɯǞ˙ƚɟɯ ʶǕƚȘ żȩȒųǞȘƚƇ ʶǞɾǕ
ǀƚŏɾʕɟƚ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒŏɾǞȩȘɯࡋ

ÚȩǞȘɾ ȒƚȘɾǞȩȘƚƇ ŏɾ ƚȘƇ ȩǀ Ȁŏɯɾ żȀŏɯɯࡇ

ࡄ vȘ żȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘ ɔɟȩųȀƚȒࡈ ȒǞȘǞȒǞˌǞȘǃ ƚɟɟȩɟ ɟŏɾƚ ƇȩƚɯȘ࢈ɾ
ŏȀʶŏʿɯ ȒŏǺƚ ɾǕƚ Ȓȩɯɾ ɯƚȘɯƚࡏ

ࡄ ëȩȒƚɾǞȒƚɯ ǀŏȀɯƚ ɔȩɯǞɾǞʲƚɯ Ǖŏʲƚ ŏ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ ɟƚŏȀ ʶȩɟȀƇ
żȩɯɾ ɾǕŏȘ ǀŏȀɯƚ ȘƚǃŏɾǞʲƚɯࡏ

ࡄ vȘɯɾƚŏƇ żȩȘɯǞƇƚɟ ȒƚɾɟǞżɯ ȀǞǺƚ ɔɟƚżǞɯǞȩȘ ŏȘƇ ɟƚżŏȀȀࡏ

ߟ



ͻϟͱϑ͖̐ͱ˨χχ

ĦǕŏɾ ŏųȩʕɾ ʶǕƚȘ ʻ ∈ ,ߝ} . . . ,ɗ} ǞȘɯɾƚŏƇ ȩǀ ʻ ∈ ,ߜ} {ߝ

÷ʶȩ ȩɔɾǞȩȘɯ ǀȩɟ ȒʕȀɾǞżȀŏɯɯ Ƈŏɾŏࡇ

ࡄ °ȘƚࡷʲɯࡷࡏŏȀȀ Ȓȩɯɾ żȩȒȒȩȘࡈ ŏȀɯȩ żŏȀȀƚƇ ȩȘƚࡷʲɯࡷࡏɟƚɯɾ
ࡄ °ȘƚࡷʲɯࡷࡏȩȘƚ ࡈɯȀȩʶƚɟ ųʕɾ żŏȘ ųƚ Ȓȩɟƚ ƚǀǀƚżɾǞʲƚ

vȘ ųȩɾǕ żŏɯƚɯࡈ ʶƚ żȩȘʲƚɟɾ ɾȩ ȒʕȀɾǞɔȀƚ ųǞȘŏɟʿ żȀŏɯɯǞ˙żŏɾǞȩȘ
ɔɟȩųȀƚȒɯࡏ

ߠ



Ύ;̥ ϻχࡏ ξ̥χϑ

ࡄ _ȩɟ ɗ żȀŏɯɯƚɯ ɾɟŏǞȘ ɗ żȀŏɯɯǞ˙ƚɟɯࡏ °ųɾŏǞȘ ɔŏɟŏȒƚɾƚɟɯ !βߝ, . . . , !βɗࡏ
ࡄ �ɯɯǞǃȘ ʻ ɾȩ żȀŏɯɯ ǝ ʶǞɾǕ ȒŏʾǞȒʕȒ 〈!βǝ,!̋〉ࡏ
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Ύ;̥ ϻχࡏ ξ̥χϑ

ࡄ _ȩɟ ɗ żȀŏɯɯƚɯ ɾɟŏǞȘ ɗ(ɗ−ߝ)
ߞ żȀŏɯɯǞ˙ƚɟɯࡏ

ࡄ �ɯɯǞǃȘ ʻ ɾȩ żȀŏɯɯ ʶǕǞżǕ ǝ ʶǕǞżǕ ʶǞȘɯ ǞȘ ɾǕƚ Ȓȩɯɾ ȘʕȒųƚɟ ȩǀ
ǕƚŏƇࡷɾȩࡷǕƚŏƇ żȩȒɔŏɟǞɯȩȘɯࡏ
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Ύ;̥ ϻχࡏ Ύ;̥

mŏɟƇ żŏɯƚ ǀȩɟ ȩȘƚࡷʲɯࡷࡏŏȀȀࡏ

ࡄ °ȘƚࡷʲɯࡷࡏȩȘƚ ʶȩʕȀƇ ųƚ ŏ ųƚɾɾƚɟ żǕȩǞżƚ Ǖƚɟƚࡏ
ࡄ �Ȁɯȩ ɾƚȘƇɯ ɾȩ ʶȩɟǺ ųƚɾɾƚɟ ʶǕƚȘ ɾǕƚɟƚ Ǟɯ żȀŏɯɯ ǞȘ ųŏȀŏȘżƚࡏ

ߣ

1,1, -



̥ξξΎξ ͖; ͻϟͱϑ͖̐ͱ˨χχ ̐ͱ˨χχ͖͖͂̐˨ϑ͖Ύ;

+ȩȘǀʕɯǞȩȘ ȒŏɾɟǞʾ ǀȩɟ ǹ żȀŏɯɯƚɯࡇ

ࡄ CȘɾɟʿ ǝ, Ǳ Ǟɯ ɾǕƚ ǀɟŏżɾǞȩȘ ȩǀ żȀŏɯɯ ǝ ǞɾƚȒɯ żȀŏɯɯǞ˙ƚƇ ŏɯ żȀŏɯɯ Ǳࡏ
ࡄ °ʲƚɟŏȀȀ ŏżżʕɟŏżʿ Ǟɯ ɾǕƚ ŏʲƚɟŏǃƚ ȩǀ ɾǕƚ ƇǞŏǃȩȘŏȀɯࡏ
ࡄ ĆɯƚǀʕȀ ɾȩ ɯƚƚ ʶǕȩȀƚ ȒŏɾɟǞʾ ɾȩ ʲǞɯʕŏȀǞˌƚ ʶǕƚɟƚ ƚɟɟȩɟɯ ȩżżʕɟࡏ

ߤ

•
7 o l e l .1 5 .- 6 . I

<8.9



ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

�ƚɾ ǔ!β(!̋) ųƚ ɾǕƚ ȀȩǃǞɯɾǞż ǀʕȘżɾǞȩȘࡇ

ǔ!β(!̋) =
ߝ

+ߝ ƙ−〈!β,!̋〉

ߥ



ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

ࡄ �ȩƇƚȀࡇ �ƚɾ ǔ!β(!̋) =
ߝ

ƙ−〈!β,!̋〉+ߝ

ƿ!β(!̋) =
[
ǔ!β(!̋) > ߞ/ߝ

]

ࡄ �ȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘࡇ �ȩǃǞɯɾǞżࢅ Ȁȩɯɯࢆ ŏǺŏ ƚȘɾɟȩɔʿࡷɟȩɯɯ+ࢅ Ȁȩɯɯࢆ

�(!β) = −
ȗ∑

ǝ=ߝ
ʻǝ Ȁȩǃ(ǔ!β(!̋)) + −ߝ) ʻǝ) Ȁȩǃ(ߝ− ǔ!β(!̋))

mȩʶ Ƈȩ ʶƚ ˙ȘƇ !β ʶǕǞżǕ ȒǞȘǞȒǞˌƚɯ �(!β)ࡐ

ߜߝ
P L(B) = 8 solve f o r E .



ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ; ͇ξ˨̙͖̥;ϑ

�(!β) = −
ȗ∑

ǝ=ߝ
ʻǝ Ȁȩǃ(ǔ!β(!̋)) + −ߝ) ʻǝ) Ȁȩǃ(ߝ− ǔ!β(!̋))

�ƚɾ ĭ ∈ RƆ×ȗ ųƚ ȩʕɟ Ƈŏɾŏ ȒŏɾɟǞʾ ʶǞɾǕ ,ߝ̋! . . . ,!̋ȗ ∈ RƆ ŏɯ ɟȩʶɯࡏ
�ƚɾ !̒ = [ʻߝ, . . . , ʻȗ]îࡏ � żŏȀżʕȀŏɾǞȩȘ ǃǞʲƚɯ ɯƚƚ Șȩɾƚɯ ȩȘ
ʶƚųɔŏǃƚࡇ

∇�(!β) = ĭî
(
ǔ!β(ĭ)− !̒

)

ʶǕƚɟƚ ǔ!β(ĭ) =
ߝ

ƙ−ĭ!β+ߝ ࡏ mƚɟƚ ŏȀȀ ȩɔƚɟŏɾǞȩȘɯ ŏɟƚ ƚȘɾɟʿʶǞɯƚࡏ vࡏƚ ǞȘ
ÚʿɾǕȩȘ ʿȩʕ ʶȩʕȀƇ żȩȒɔʕɾƚࡇ

ߝߝ

0 0

✓
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ͱΎ͇͖χϑ͖̐ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ; ͇ξ˨̙͖̥;ϑ

÷ȩ ˙ȘƇ !β ȒǞȘǞȒǞˌǞȘǃ �(!β) ʶƚ ȘƚƚƇ ɾȩ ˙ȘƇ ŏ !β ʶǕƚɟƚࡇ

∇�(!β) = ĭî
(
ǔ!β(ĭ)− !̒

)
= ߜ!

ࡄ vȘ żȩȘɾɟŏɯɾ ɾȩ ʶǕŏɾ ʶƚ ɯŏʶ ʶǕƚȘ ȒǞȘǞȒǞˌǞȘǃ ɾǕƚ ɯɛʕŏɟƚƇ
Ȁȩɯɯ ǀȩɟ ȀǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡈ ɾǕƚɟƚ࢈ɯ Șȩ ɯǞȒɔȀƚ żȀȩɯƚƇ ǀȩɟȒ
ƚʾɔɟƚɯɯǞȩȘ ǀȩɟ ɯʕżǕ ŏ !βࡋ

ࡄ ÷ǕǞɯ Ǟɯ ɾǕƚ ɾʿɔǞżŏȀ ɯǞɾʕŏɾǞȩȘ ʶǕƚȘ ȒǞȘǞȒǞˌǞȘǃ Ȁȩɯɯ ǞȘ
ȒŏżǕǞȘƚ ȀƚŏɟȘǞȘǃࡇ ȀǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ʶŏɯ ŏ ȀʕżǺʿ ƚʾżƚɔɾǞȩȘࡏ

ࡄ �ŏǞȘ ɛʕƚɯɾǞȩȘࡇ mȩʶ Ƈȩ ʶƚ ȒǞȘǞȒǞˌƚ ŏ Ȁȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘ �(!β)
ʶǕƚȘ ʶƚ żŏȘ࢈ɾ ƚʾɔȀǞżǞɾȀʿ żȩȒɔʕɾƚ ʶǕƚɟƚ Ǟɾ࢈ɯ ǃɟŏƇǞƚȘɾ Ǟɯ ࡐߜ!

ߞߝ
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ͻ͖;͖ͻ͖В͖;͇ ͱΎχχ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;χ

_Ǟɟɯɾ ǞƇƚŏࡏ $ɟʕɾƚࡷǀȩɟżƚ ɯƚŏɟżǕࡏ ÷ƚɯɾ ȩʕɟ ȒŏȘʿ ɔȩɯɯǞųȀƚ ʲŏȀʕƚɯ
ǀȩɟ !β ŏȘƇ ǲʕɯɾ ɯƚƚ ʶǕǞżǕ ǃǞʲƚɯ ɾǕƚ ɯȒŏȀȀƚɯɾ ʲŏȀʕƚ ȩǀ �(!β)ࡏ

ࡄ �ɯ ʶƚ ɯŏʶ ȩȘ �ŏų ࡈߝ ɾǕǞɯ ŏżɾʕŏȀȀʿ ʶȩɟǺɯ ȩǺŏʿ ǀȩɟ
ȀȩʶࡷƇǞȒƚȘɯǞȩȘŏȀ ɔɟȩųȀƚȒɯ ࡏǃࡏƚ ʶǕƚȘ !β Ǖŏɯ ߝ ȩɟ ߞ ƚȘɾɟǞƚɯࡏ

ࡄ ÚɟȩųȀƚȒࡇ ëʕɔƚɟ żȩȒɔʕɾŏɾǞȩȘŏȀȀʿ ƚʾɔƚȘɯǞʲƚ ǞȘ
ǕǞǃǕࡷƇǞȒƚȘɯǞȩȘࡏ _ȩɟ !β ∈ RƆࡈ ɟʕȘ ɾǞȒƚ ǃɟȩʶɯ ŏɯࡇ

ߟߝ

0(Gd)
( = grids i z e



ͻ͖;͖ͻ͖В͖;͇ ͱΎχχ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;χ

�ʕżǕ $ƚɾɾƚɟ ǞƇƚŏࡏ ëȩȒƚ ɯȩɟɾ ȩǀ ǃʕǞƇƚƇ ɯƚŏɟżǕ ǀȩɟ ŏ ǃȩȩƇ ȩǀ !βࡏ

ࡄ ëɾŏɟɾ ʶǞɾǕ ɯȩȒƚ !βࡈߜ ŏȘƇ ŏɾ ƚŏżǕ ɯɾƚɔ ɾɟʿ ɾȩ żǕŏȘǃƚ !β

ɯȀǞǃǕɾȀʿ ɾȩ ɟƚƇʕżƚ �(!β)ࡏ
ࡄ mȩɔƚǀʕȀȀʿ ˙ȘƇ ŏȘ ŏɔɔɟȩʾǞȒŏɾƚ ȒǞȘǞȒǞˌƚɟ ǀȩɟ �(!β) ȒʕżǕ
Ȓȩɟƚ ɛʕǞżǺȀʿ ɾǕŏȘ ųɟʕɾƚࡷǀȩɟżƚ ɯƚŏɟżǕࡏ

ࡄ +ȩȘżɟƚɾƚ ǃȩŏȀࡇ _ǞȘƇ !β ʶǞɾǕ �(!β) < ȒǞȘ!β �(!β) + ε ǀȩɟ ɯȩȒƚ
ɯȒŏȀȀ ƚɟɟȩɟ ɾƚɟȒ εࡏ

ߠߝ



͇ξ˨̙͖̥;ϑ ̙̥χ̥̐;ϑ

bɟŏƇǞƚȘɾ ƇƚɯżƚȘɾࡇ � ǃɟƚƚƇʿ ɯƚŏɟżǕ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒ ǀȩɟ ȒǞȘǞȒǞˌǞȘǃ
ǀʕȘżɾǞȩȘɯ ȩǀ ȒʕȀɾǞɔȀƚ ʲŏɟǞŏųȀƚɯ ǞȘżȀʕƇǞȘǃ Ȁȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘɯ ɾǕŏɾ
ȩǀɾƚȘ ʶȩɟǺɯ ŏȒŏˌǞȘǃȀʿ ʶƚȀȀࡏ

÷Ǖƚ ɯǞȘǃȀƚ Ȓȩɯɾ ǞȒɔȩɟɾŏȘɾ żȩȒɔʕɾŏɾǞȩȘŏȀ ɾȩȩȀ ǞȘ ȒŏżǕǞȘƚ
ȀƚŏɟȘǞȘǃࡏ �ȘƇ Ǟɾ࢈ɯ ɟƚȒŏɟǺŏųȀƚ ɯǞȒɔȀƚ ࣹ ƚŏɯʿ ɾȩ ǞȒɔȀƚȒƚȘɾࡏ

ߡߝ



Ύθϑ͖ͻ͖В˨ϑ͖Ύ; ˨ͱ͇Ύξ͖ϑ͑ͻχ

�ʕɯɾ ȩȘƚ ȒƚɾǕȩƇ ǞȘ ŏ Ǖʕǃƚ żȀŏɯɯ ȩǀ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯ ǀȩɟ ȘʕȒƚɟǞżŏȀ
ȩɔɾǞȒǞˌŏɾǞȩȘࡏ �ȀȀ ȩǀ ɾǕƚɯƚ ȒƚɾǕȩƇɯ ŏɟƚ ǞȒɔȩɟɾŏȘɾ ǞȘ ࡇ�� ɾŏǺƚ
Ȓʿ żȀŏɯɯ ǞȘ ɾǕƚ ǀŏȀȀ bĮࡷë+ vߟߞߞߥ Ǟǀ ʿȩʕ ʶŏȘɾ ɾȩ ȀƚŏɟȘ Ȓȩɟƚࡏ ߢߝ

0



͖͂ξχϑ Ύξ̙̥ξ Ύθϑ͖ͻ͖В˨ϑ͖Ύ;

_Ǟɟɯɾ ȩɟƇƚɟ ȩɟŏżȀƚ ȒȩƇƚȀࡇ bǞʲƚȘ ŏ ǀʕȘżɾǞȩȘ � ɾȩ ȒǞȘǞȒǞˌƚࡈ
ŏɯɯʕȒƚ ʶƚ żŏȘࡇ

ࡄ _ʕȘżɾǞȩȘ ȩɟŏżȀƚࡇ CʲŏȀʕŏɾƚ �(!β) ǀȩɟ ŏȘʿ !βࡏ
ࡄ bɟŏƇǞƚȘɾ ȩɟŏżȀƚࡇ CʲŏȀʕŏɾƚ ∇�(!β) ǀȩɟ ŏȘʿ !βࡏ

÷Ǖƚɯƚ ŏɟƚ ʲƚɟʿ ǃƚȘƚɟŏȀ ŏɯɯʕȒɔɾǞȩȘɯࡏ bɟŏƇǞƚȘɾ ƇƚɯżƚȘɾ ʶǞȀȀ Șȩɾ
ʕɯƚ ŏȘʿ ȩɾǕƚɟ ǞȘǀȩɟȒŏɾǞȩȘ ŏųȩʕɾ ɾǕƚ Ȁȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘ � ʶǕƚȘ
ɾɟʿǞȘǃ ɾȩ ˙ȘƇ ŏ !β ʶǕǞżǕ ȒǞȘǞȒǞˌƚɯ ࡏ�

ߣߝ

=



͖;ϑϟ͖ϑ͖Ύ;

+ȩȘɯǞƇƚɟ ŏ ƇǞȒƚȘɯǞȩȘŏȀࡷߝ Ȁȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘࡏ vࡏƚࡏ ʶǕƚɟƚ β Ǖŏɯ ǲʕɯɾ
ȩȘƚ ƚȘɾɟʿࡇ

ߤߝ

(any'uleslope
(gradient)

•
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↳ m > 0
•
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͖;ϑϟ͖ϑ͖Ύ;

+ȩȘɯǞƇƚɟ ŏ ƇǞȒƚȘɯǞȩȘŏȀࡷߝ Ȁȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘࡏ vࡏƚࡏ ʶǕƚɟƚ β Ǖŏɯ ǲʕɯɾ
ȩȘƚ ƚȘɾɟʿࡇ

ߥߝ



͇ξ˨̙͖̥;ϑ ̙̥χ̥̐;ϑ ͖; ̙ߝ

áƚżŏɔࡇ

ࡄ +ȩȘɯǞƇƚɟ ŏȘ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒ ʶǕǞżǕ ǞȘżɟƚȒƚȘɾŏȀȀʿ ŏƇǲʕɯɾɯ βࡏ vࡏƚࡏ
ŏɾ ƚŏżǕ ɯɾƚɔ β ← β + η ǀȩɟ ɯȩȒƚ ɯȒŏȀȀ ηࡏ °ʕɟ ǃȩŏȀ Ǟɯ ɾȩ
ȒŏǺƚࢅ ɔɟȩǃɟƚɯɯࢆ ɾȩʶŏɟƇɯ ȒǞȘǞȒǞˌǞȘǃ ࡈ� ʶǕǞżǕ ȒƚŏȘɯ ʶƚ
ʶŏȘɾ �(β + η) < �(β)ࡏ

ࡄ _ȩɟ ŏ 4ߝ ǀʕȘżɾǞȩȘࡈ ∇�(β) = �′(β)ࡏ
ࡄ ëȩࡈ ǀȩɟ ɯȒŏȀȀ ηࡈ �(β + η)− �(β) ≈ ∇�(β) · ηࡏ
ࡄ ĦŏȘɾ ɟǞǃǕɾ ǕŏȘƇ ɯǞƇƚ ∇�(β) · η ɾȩ ųƚ ȘƚǃŏɾǞʲƚࡏ
ࡄ ëȩ żǕȩȩɯƚ η ɾȩ ųƚ ɔȩɯǞɾǞʲƚ Ǟǀ ∇�(β) Ǟɯ ȘƚǃŏɾǞʲƚࡈ ŏȘƇ
ȘƚǃŏɾǞʲƚ Ǟǀ ∇�(β) Ǟɯ ɔȩɯǞɾǞʲƚࡏ

÷ǕǞɯ Ǟɯ bɟŏƇǞƚȘɾ 4ƚɯżƚȘɾ ǞȘ ࡋ4ߝ

ߜߞ

v v

v

v v &
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✓ = - i n P LCB)

0 h(B).✓ = - n o L(B)
2

-



̙͖ξ̥̐ϑ͖Ύ;˨ͱ ̙̥ξ͖ϻ˨ϑ͖ϻ̥χ

_ȩɟ ǕǞǃǕ ƇǞȒƚȘɯǞȩȘŏȀ ǀʕȘżɾǞȩȘɯ β! ∈ RƆࡈ ȩʕɟ ʕɔƇŏɾƚ ǞȘʲȩȀʲƚɯ ŏ
ʲƚżɾȩɟ !ʮ ∈ RƆࡏ �ɾ ƚŏżǕ ɯɾƚɔࡇ

!β ← !β +!ʮ.

ßʕƚɯɾǞȩȘࡇ ĦǕƚȘ !ʮ Ǟɯ ɯȒŏȀȀࡈ ʶǕŏɾ࢈ɯ ŏȘ ŏɔɔɟȩʾǞȒŏɾǞȩȘ ǀȩɟ
�(!β +!ʮ)− �(!β)ࡐ

�(!β +!ʮ)− �(!β) ≈

ߝߞ

-
L O L15), B )

=

Ed
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̙͖ξ̥̐ϑ͖Ύ;˨ͱ ̙̥ξ͖ϻ˨ϑ͖ϻ̥χ

�(!β +!ʮ)− �(!β) ≈ ∂�
∂βߝ

ʮߝ +
∂�
∂βߞ

ʮߞ + . . .+
∂�
∂βƆ

ʮƆ

= 〈∇�(!β),!ʮ〉.

mȩʶ ɯǕȩʕȀƇ ʶƚ żǕȩȩɯƚ !ʮ ɯȩ ɾǕŏɾ �(!β +!ʮ) < �(!β)ࡐ

ߞߞ

=

LIEt r ) - I I I ) < O

TO
f = - n . P L lB) n

L lBt r )-HB) x 4045J, - n 0h15))
= - M L O L(B) ,P L( B ) ) = - m .
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χϑ̥̥θ̥χϑ ̙̥χ̥̐;ϑ

+ȀŏǞȒ bɟŏƇǞƚȘɾ ƇƚɯżƚȘɾ ࣌ ëɾƚƚɔƚɯɾ ƇƚɯżƚȘɾߝ
−∇�(!β)
‖∇�(!β)‖ߞ

= ŏɟǃȒǞȘ!ʮ,‖!ʮ‖ߝ≥ߞ∇〈�(!β),!ʮ〉

Ħƚߝ żȩʕȀƇ Ǖŏʲƚ ɟƚɯɾɟǞżɾƚƇ !ʮ ʕɯǞȘǃ ŏ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ ȘȩɟȒࡏ Cࡏǃࡏ ‖!ʮ‖ߝ ≤ ߝ ȩɟ
‖!ʮ‖∞ ≤ ࡏߝ ÷Ǖƚɯƚ żǕȩǞżƚɯ ȀƚŏƇ ɾȩ ʲŏɟǞŏȘɾɯ ȩǀ ǃƚȘƚɟŏȀǞˌƚƇ ɯɾƚƚɔƚɯɾ ƇƚɯżƚȘɾࡏࡏ

ߟߞ

8 ,
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͇ξ˨̙͖̥;ϑ ̙̥χ̥̐;ϑ

bɟŏƇǞƚȘɾ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒࡇ

ࡄ +Ǖȩȩɯƚ ŏɟųǞɾɟŏɟʿ ɯɾŏɟɾǞȘǃ ɔȩǞȘɾ !β(ߜ)ࡏ
ࡄ _ȩɟ ǝ = ,ߝ . . . , îࡇ

ࡄ !β(ǝ+ߝ) = !β(ǝ) − η∇�(!β(ǝ))

ࡄ áƚɾʕɟȘ !β(ɺ)ࡏ

η Ǟɯ ŏ ɯɾƚɔࡷɯǞˌƚ ɔŏɟŏȒƚɾƚɟࡏ �Ȁɯȩ żŏȀȀƚƇ ɾǕƚ ȀƚŏɟȘǞȘǃ ɟŏɾƚࡏ �ƚƚƇɯ
ɾȩ ųƚ żǕȩɯƚȘ ɯʕǀ˙żǞƚȘɾȀʿ ɯȒŏȀȀ ǀȩɟ ǃɟŏƇǞƚȘɾ ƇƚɯżƚȘɾ ɾȩ
żȩȘʲƚɟǃƚࡈ ųʕɾ ɾȩȩ ɯȒŏȀȀ ʶǞȀȀ ɯȀȩʶ ƇȩʶȘ ɾǕƚ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒࡏ °ǀɾƚȘ
ࢆɾʕȘƚƇࢅ ųʿ ɾɟʿǞȘǃ ȩʕɾ ȒŏȘʿ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ ʲŏȀʕƚɯࡏ

ߡߞ



̐Ύ;ϻ̥ξ͇̥;̥̐ Ύ͂ ͇ξ˨̙͖̥;ϑ ̙̥χ̥̐;ϑ

4ȩƚɯ ǃɟŏƇǞƚȘɾ ƇƚɯżƚȘɾ żȩȘʲƚɟǃƚ ǀȩɟ ŏȀȀ Ȁȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘɯ ࡐ�

ߢߞ



̐Ύ;ϻ̥ξ͇̥;̥̐ Ύ͂ ͇ξ˨̙͖̥;ϑ ̙̥χ̥̐;ϑ

vȘ ǃƚȘƚɟŏȀ b4 ȩȘȀʿ żȩȘʲƚɟǃƚɯ ɾȩ ŏ ȀȩżŏȀ ȒǞȘǞȒʕȒࡏ

ߣߞ



̐Ύ;ϻ̥Ѕ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;

4ƚ˙ȘǞɾǞȩȘ ȩȘʲƚʾ+
� ǀʕȘżɾǞȩȘ � Ǟɯ żȩȘʲƚʾ Ǟǀǀ ǀȩɟ ŏȘʿ !βߝ, !βߞ,λ ∈ ,ߜ] ࡇ[ߝ

−ߝ) λ) · �(!βߝ) + λ · �( !βߞ) ≥ �
(
−ߝ) λ) · !βߝ + λ · !βߞ

)

ߤߞ



̐Ύ;ϻ̥Ѕ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;

vȘ ʶȩɟƇɯࡇ � ǀʕȘżɾǞȩȘ Ǟɯ żȩȘʲƚʾ Ǟǀ ŏ ȀǞȘƚ ųƚɾʶƚƚȘ ŏȘʿ ɾʶȩ ɔȩǞȘɾɯ
ȩȘ ɾǕƚ ǀʕȘżɾǞȩȘ ȀǞƚɯ ŏųȩʲƚ ɾǕƚ ǀʕȘżɾǞȩȘࡏ +ŏɔɾʕɟƚɯ ɾǕƚ ȘȩɾǞȩȘ
ɾǕŏɾ ŏ ǀʕȘżɾǞȩȘ ȀȩȩǺɯ ȀǞǺƚ ŏ ųȩʶȀࡏ

÷ǕǞɯ ǀʕȘżɾǞȩȘ Ǟɯ Șȩɾ żȩȘʲƚʾࡏ

ߥߞ



̐Ύ;ϻ̥Ѕ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;

+ȀŏǞȒ ȩȘʲƚʾ+ _ʕȘżɾǞȩȘ �ǞȘǞȒǞˌƚɟɯࡏ
Aʮƙɛʻ ǿȧżŏǿ ȑǝȗǝȑʑȑ ȧƿ ŏ żȧȗʮƙʺ ƿʑȗżɺǝȧȗ ǝɫ ŏǿɫȧ ŏ ǂǿȧųŏǿ
ȑǝȗǝȑʑȑࡒ

ߜߟ



̐Ύ;ϻ̥ξ͇̥;̥̐ Ύ͂ ͇ξ˨̙͖̥;ϑ ̙̥χ̥̐;ϑ

+ȀŏǞȒ b4 +ȩȘʲƚɟǃƚȘżƚ ǀȩɟ +ȩȘʲƚʾ _ʕȘżɾǞȩȘɯࡏ
]ȧɛ ɫʑƿ˛żǝƙȗɺǿʻ ɫȑŏǿǿ ɫɺƙɑࡹɫǝˈƙ ηࡌ `ɛŏƆǝƙȗɺ 2ƙɫżƙȗɺ żȧȗʮƙɛǂƙɫ
ɺȧ ɺǔƙ ǂǿȧųŏǿ ȑǝȗǝȑʑȑ ȧƿ ŏȗʻ żȧȗʮƙʺ ƿʑȗżɺǝȧȗ ࡒ�

ĦǕŏɾ ǀʕȘżɾǞȩȘɯ ŏɟƚ żȩȘʲƚʾࡐ

ࡄ �ƚŏɯɾ ɯɛʕŏɟƚɯ Ȁȩɯɯ ǀȩɟ ȀǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡏ
ࡄ ߝ' Ȁȩɯɯ ǀȩɟ ȀǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡏ
ࡄ CǞɾǕƚɟ ȩǀ ɾǕƚɯƚ ʶǞɾǕ ŏȘƇ ߝ' ȩɟ ߞ' ɟƚǃʕȀŏɟǞˌŏɾǞȩȘ ɔƚȘŏȀɾ ʿࡏ
ࡄ �ȩǃǞɯɾǞż ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡋ �ȩǃǞɯɾǞż ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ʶǞɾǕ ɟƚǃʕȀŏɟǞˌŏɾǞȩȘࡏ
ࡄ �ŏȘʿ ȩɾǕƚɟ ȒȩƇƚȀɯ ǞȘ ȒŏżǕǞȘƚ ȀƚŏȘǞȘǃࡋ

÷ǕǞɯ Ǟɯ Șȩɾ ŏ żȩǞȘżǞƇƚȘżƚࡇ ȩǀɾƚȘ Ǟɾ ȒŏǺƚɯ ɯƚȘɯƚ ɾȩ ɟƚǀȩɟȒʕȀŏɾƚ
ʿȩʕɟ ɔɟȩųȀƚȒ ɯȩ ɾǕŏɾ ɾǕƚ Ȁȩɯɯ ǀʕȘżɾǞȩȘ Ǟɯ żȩȘʲƚʾࡈ ɯǞȒɔȀʿ ɯȩ ʿȩʕ

żŏȘ ȒǞȘǞȒǞˌƚ Ǟɾ ʶǞɾǕ b4ࡏ
ߝߟ



̐Ύ;ϻ̥ξ͇̥;̥̐ Ύ͂ ͇ξ˨̙͖̥;ϑ ̙̥χ̥̐;ϑ

÷ǕǞȘǃ ʶƚ ʶǞȀȀ ɾŏȀǺ ŏųȩʕɾ ŏǀɾƚɟ ɾǕƚ ȒǞƇɾƚɟȒ ࣹ ɯɔɟǞȘǃ ųɟƚŏǺࡇ

ࡄ CʲƚȘ ɾǕȩʕǃǕ b4 ŏȀʶŏʿɯ żȩȘʲƚɟǃƚɯ ǀȩɟ ŏ żȩȘʲƚʾ ǀʕȘżɾǞȩȘࡈ
Ǟɾ࢈ɯ ɟŏɾƚ ȩǀ żȩȘʲƚɟǃƚȘżƚ żŏȘ ʲŏɟʿ ʶǞƇƚȀ ʿࡏ ÷Ǖƚɟƚ ŏɟƚ Ȁȩɾɯ ȩǀ
ȒƚɾǕȩƇɯ ɾȩ ɯɔƚƚƇ ʕɔ ɾǕƚ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒࡏ

ࡄ ÷ȩ ǞȒɔȀƚȒƚȘɾ b4ࡈ ʶƚ ȘƚƚƇ ɾȩ żȩȒɔʕɾƚ ∇�(!β) ŏɾ ƚʲƚɟʿ
ǞɾƚɟŏɾǞȩȘࡏ ÷ʿɔǞżŏȀȀʿ ɔɟƚɾɾʿ żǕƚŏɔࡈ ųʕɾ Șȩɾ ŏȀʶŏʿɯ ǀȩɟ Ǖʕǃƚ
Ƈŏɾŏɯƚɾɯࡏ Ħƚ ʶǞȀȀ ɯƚƚ ŏȘ ŏȀɾƚɟȘŏɾǞʲƚ ŏɔɔɟȩŏżǕ żŏȀȀƚƇ
ɯɾȩżǕŏɯɾǞż ǃɟŏƇǞƚȘɾ ƇƚɯżƚȘɾ ëb4 ɾȩ ŏƇƇɟƚɯɯ ɾǕǞɯ Ǟɯɯʕƚࡏ

ࡄ ĦǕŏɾ ǕŏɔɔƚȘɯ ʶǕƚȘ ʶƚ ŏɔɔȀʿ b4 ɾȩ ȘȩȘࡷżȩȘʲƚʾ
ǀʕȘżɾǞȩȘɯࡐ

ߞߟ


