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¥ĸĎ ÿŗȳƕɄȳ óƉǫɄɄț ɄǑ EȳǖǶȳƨƨɼǶȳǖࣗ éࣖ ÿƨŗț İǶʚʚƨɼ

ࡹ

 



Ѕ͛Џ ͺОκ̈́ЏΐϊκЅ

,ɄȳʌǶƕƨɼ ŗ ʌƨʚ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǋ : [ȩ]ࡽ → Þࣖ

E˥ŗȭɱțƨࣘ ÿǫƨɼƨ ŗɼƨ ȩ = ࢁ Ɖțŗʌʌƨʌ ŗȳƕ ǋ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚʌ ʚǫƨ
ȕȳɄ˝țƨƕǖƨ ǖŗǶȳƨƕ ǑɼɄȭ ŗ ʌƨʚ ɄǑ Ɖțŗʌʌƨʌࣖ

ࡽ



ЅО̼ζϊ͎Оά̙ϼΐЏц

bɄɼ ƣ ∈ [ȩ] ŗȳƕ ç ⊆ [ȩ]ࣗ ʚǫƨ ȭŗɼǖǶȳŗț ǖŗǶȳ ɄǑ ƨțƨȭƨȳʚ ƣ ˝Ƕʚǫ
ɼƨʌɱƨƉʚ ʚɄ ʌƨʚ ç Ƕʌ

ǋ(ƣ|ç) = ǋ({ƣ} ∪ ç)− ǋ(ç).

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣯óʯſȭɄƕʯțŗɼ ʌƨʚ ǑʯȳƉʚǶɄȳࣱ
� ʌƨʚ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǋ : [ȩ]ࡽ → R Ƕʌ ʌʯſȭɄƕʯțŗɼ ǶǑࣗ ǑɄɼ ŗțț ƣ ∈ [ȩ] ŗȳƕ
ç ⊆ ç′ ⊆ [ȩ]ࣗ

ǋ(ƣ|ç) ≥ ǋ(ƣ|ç′).

ࢁ



̙ϵϵάΐ̙̈́Џΐϊκࣘ ̈́ϊл͛ϼ̙͛ ϵϼϊ̼ά͛ζࡹ

yȳ ƉɄ˙ƨɼŗǖƨ ɱɼɄſțƨȭࣗ ǋ(ç) Ƕʌ ʚǫƨ ŗȭɄʯȳʚ ɄǑ ˝ŗʚƨɼ एƉɄ˙ƨɼƨƕऐ ſ˦
çࣖ

İǫ˦ Ƕʌ ƉɄ˙ƨɼŗǖƨ ɾʠŻȣȹƐʠȑŗɮࣞ

bǶȳƕǶȳǖࡹ ŗ ȭŗ˥Ƕȭʯȭ ɄǑ ŗʚ ȭɄʌʚ ȋ ǫ˦ɱƨɼࣽƨƕǖƨʌ Ƕʌ ¥âࣽpŗɼƕࣖ

ࢅ



̙ϵϵάΐ̙̈́Џΐϊκࣘ ϼ̙ϵ ̈́ОЏࡽ

yȳ ǖɼŗɱǫ Ɖʯʚࣗ ǋ(ç) Ƕʌ ʚǫƨ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ƨƕǖƨʌ ſƨʚ˝ƨƨȳ ç ŗȳƕ [ȩ] \ çࣖ

İǫ˦ Ƕʌ ǖɼŗɱǫ Ɖʯʚ ɾʠŻȣȹƐʠȑŗɮࣞ

pɄ˝ Ƕʌ ǖɼŗɱǫ Ɖʯʚ ƕǶ˽ƨɼƨȳʚ ǑɼɄȭ ʌƨʚ ƉɄ˙ƨɼࣞ

bǶȳƕǶȳǖࡽ ŗ ȭŗ˥Ƕȭʯȭ ǖɼŗɱǫ Ɖʯʚ Ƕʌ ¥âࣽpŗɼƕࣖ
ࢉ



̙ϵϵάΐ̙̈́Џΐϊκࣘ ϊЏ͛ϼЅࣛ

 ,ɄȭſǶȳŗʚɄɼǶŗț ɄɱʚǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳ ࣱࣽࡱ࢙ࡹ࣯
ँ ɼŗȳȕ ɄǑ ŗ ȭŗʚɼɄǶƕ
ँ ʌʯſȭɄƕʯțŗɼ ̈Ʉ˝ʌ

 �țǖɄɼǶʚǫȭǶƉ ǖŗȭƨ ʚǫƨɄɼ˦ ࣱࣽࡱࡱࡱࡽ࣯
ँ ȭŗɼȕƨʚǶȳǖ Ʉȳ ȳƨʚ˝Ʉɼȕʌ
ँ ƉɄȭſǶȳŗʚɄɼǶŗț ŗʯƉʚǶɄȳʌ

 ¡ŗƉǫǶȳƨ țƨŗɼȳǶȳǖ ࣱࣽࢉࡱࡱࡽ࣯
ँ ƕɄƉʯȭƨȳʚ ʌʯȭȭŗɼǶ˲ŗʚǶɄȳ
ँ ŗƉʚǶ˙ƨ țƨŗɼȳǶȳǖ

ࢍ



ΐЅ ЅО̼ζϊ͎Оά̙ϼΐЏц ζϊϼ͛ άΐΧ͛ ̈́ϊκ̙̈́лΐЏц ϊϼ ̈́ϊκл͛хΐЏцࣞ

�ɼǖʯȭƨȳʚʌ ǑɄɼ ƉɄȳƉŗ˙Ƕʚ˦ࣘ

 ¥ɄȳࣽǶȳƉɼƨŗʌǶȳǖ ƕƨɼǶ˙ŗʚǶ˙ƨࣖ

�ɼǖʯȭƨȳʚʌ ǑɄɼ ƉɄȳ˙ƨ˥Ƕʚ˦ࣘ

 ¡ŗ˥ ƉɄ˙ƨɼ ŗȳƕ ȭŗ˥ Ɖʯʚ ŗɼƨ ¥âࣽǫŗɼƕࣖ
 E˥ŗƉʚ ȭǶȳǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳ Ɖŗȳ ſƨ ƕɄȳƨ Ƕȳ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț ʚǶȭƨࣖࢁ

ࣖ¡ࢁ eɼɒʚʌƉǫƨțࣗ �ࣖ �Ʉ˙Śʌ˲  �ࣖ óƉǫɼǶȍ˙ƨɼࣖ *ȹȣŻǮȩŗʋȹɮǮƅŗ ࣱࣖࡹ࢙ࡹ࣯ 



̙ϵϵϼϊхΐζ̙Џ͛ ЅО̼ζϊ͎Оά̙ϼ ζ̙хΐζΐё̙Џΐϊκ

�ƨʚ ǋ : [ȩ]ࡽ → R ſƨ ŗ ȳɄɼȭŗțǶ˲ƨƕࣗ ȭɄȳɄʚɄȳƨࣗ ʌʯſȭɄƕʯțŗɼ ʌƨʚ
ǑʯȳƉʚǶɄȳࣖ

İƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ ̇ȳƕ

argmaxç⊆[ȩ]ǋ(ç) ʌʯſȍƨƉʚ ʚɄ |ç| ≤ ȋ.

ࣖࣖࣖ ŗȳ˦ Ƕƕƨŗʌࣞ





ϼ͎͛͛ц ̙άϊϼΐЏζ

�ƨʚ {} = çࡱ ⊂ çࡹ ⊂ çࡽ ⊂ . . . ⊂ çȩ = [ȩ] ˝Ƕʚǫ çǮ = {ɾࡹ, ɾࡽ, . . . , ɾǮ}ࣖ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯¥ƨȭǫŗʯʌƨɼࣽİɄțʌƨ˦ ࣱࡹ࢙ࡹ
�ƣʋ ǋ : [ȩ]ࡽ → R Żƣ ŗ ȩȹɮȣŗȑǮˢƣƐࣗ ȣȹȩȹʋȹȩƣࣗ ɾʠŻȣȹƐʠȑŗɮ ɾƣʋ
ǋʠȩƅʋǮȹȩࣖ ^Ǯ˕ ɤȹɾǮʋǮˉƣ Ǯȩʋƣǐƣɮɾ ! ŗȩƐ ȋࣖ *ǣȹȹɾƣ
ɾǮ = argmaxƣ∈[ȩ]\çǮ ǋ(ƣ|çǮ). òǣƣȩ

ǋ(ç!) ≥ −ࡹ) ƣ−!/ȋ)ǋ(ç∗)

ˍǣƣɮƣ

ç∗ = argmaxç:|ç|=ȋǋ(ç).

࢙



ϼ͎͛͛ц ϵϼϊϊͺࣘ ЅЏ͛ϵ ࡹ

,țŗǶȭࣘ ǋ(ç∗)− ǋ(çǮ) ≤ ȋ [ǋ(çǮ+ࡹ)− ǋ(çǮ)]

ࡱࡹ



ϼ͎͛͛ц ϵϼϊϊͺࣘ ЅЏ͛ϵ ࡽ

,țŗǶȭࣘ ǋ(ç∗)− ǋ(çǮ) ≤ ȋ [ǋ(çǮ+ࡹ)− ǋ(çǮ)]

ࡹࡹ



ϼ͎͛͛ц ̙ϵϵϼϊхΐζ̙Џΐϊκ ͺ̙̈́Џϊϼ

yǑ ˝ƨ ʯʌƨ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ʌƨȳʌɄɼʌ ŗʌ ɄɱʚǶȭŗț ࣯! = ȋࣱࣗ ʚǫƨȳ
˝ƨ ǖƨʚ ŗ −ࡹ) ƣ−ࡹ) ≈ ࢁࢍ. ŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨ ʌɄțʯʚǶɄȳࣖ

yǑ ˝ƨ ʯʌƨ ̇˙ƨ ʚǶȭƨʌ ŗʌ ȭŗȳ˦ ʌƨȳʌɄɼʌ ŗʌ ɄɱʚǶȭŗț ࣯! = ࣗ(ȋࢉ ʚǫƨȳ
˝ƨ ǖƨʚ ŗ −ࡹ) ƣ−ࢉ) ≈ ࢙࢙. ŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨ ʌɄțʯʚǶɄȳࣖ

ࡽࡹ



о̙͛Χ ЅО̼ζϊ͎Оά̙ϼΐЏц

İǫŗʚ ǶǑ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ŗ ʌƨʚ ǑʯȳƉʚǶɄȳ Ƕʌ Ʉȳț˦ ƅȑȹɾƣ ʚɄ ʌʯſȭɄƕʯțŗɼࣞ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣯İƨŗȕ óʯſȭɄƕʯțŗɼǶʚ˦ࣱ
bǶ˥ ŗ ɱɄʌǶʚǶ˙ƨ Ƕȳʚƨǖƨɼ ȋࣖ � ʌƨʚ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǋ : [ȩ]ࡽ → R Ƕʌ γȋࣽ˝ƨŗȕț˦
ʌʯſȭɄƕʯțŗɼ ǑɄɼ ȋ ǶǑࣗ ǑɄɼ ŗțț ç′ ∈ [ȩ] ŗȳƕ ç ⊂ [ȩ] \ ç′ ˝ǫƨɼƨ
|ç| ≤ ȋࣗ

γȋ(ǋ) ≤
∑

ƣ∈ç ǋ(ƣ|ç′)
ǋ(ç|ç′) .

yȳʚʯǶʚǶɄȳࣘ pɄ˝ ȭʯƉǫ ǋ Ɖŗȳ ǶȳƉɼƨŗʌƨ ſ˦ ŗƕƕǶȳǖ ŗ ʌƨʚ ɄǑ ʌǶ˲ƨ ȋ ˙ʌࣖ
ƉɄȭſǶȳƨƕ ǶȳƉɼƨŗʌƨ ɄǑ ƨŗƉǫ ƨțƨȭƨȳʚࣖ

ࢁࡹ



о̙͛Χ ЅО̼ζϊ͎Оά̙ϼΐЏц лЅࣖ ЅО̼ζϊ͎Оά̙ϼΐЏц

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣯İƨŗȕ óʯſȭɄƕʯțŗɼǶʚ˦ࣱ
bǶ˥ ŗ ɱɄʌǶʚǶ˙ƨ Ƕȳʚƨǖƨɼ ȋࣖ � ʌƨʚ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǋ : [ȩ]ࡽ → R Ƕʌ γȋࣽ˝ƨŗȕț˦
ʌʯſȭɄƕʯțŗɼ ǑɄɼ ȋ ǶǑࣗ ǑɄɼ ŗțț ç′ ∈ [ȩ] ŗȳƕ ç ⊂ [ȩ] \ ç′ ˝ǫƨɼƨ
|ç| ≤ ȋࣗ

γȋ(ǋ) ≤
∑

ƣ∈ç ǋ(ƣ|ç′)
ǋ(ç|ç′) .

óŗȳǶʚ˦ ƉǫƨƉȕࣘ İǫŗʚ Ƕʌ γȋ(ǋ) ǶǑ ǋ Ƕʌ ʌʯſȭɄƕʯțŗɼࣞ

ࢅࡹ



о̙͛Χ ЅО̼ζϊ͎Оά̙ϼ ζ̙хΐζΐё̙Џΐϊκ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯6ŗʌࣽ�ƨȭɱƨ ࣱࡹࡹࡱࡽ
�ƣʋ ǋ : [ȩ]ࡽ → R Żƣ ŗ ȩȹɮȣŗȑǮˢƣƐࣗ ȣȹȩȹʋȹȩƣࣗ γȋࣽˍƣŗȋȑ˖
ɾʠŻȣȹƐʠȑŗɮ ɾƣʋ ǋʠȩƅʋǮȹȩࣖ *ǣȹȹɾƣ ɾǮ = argmaxƣ∈[ȩ]\çǮ ǋ(ƣ|çǮ).
òǣƣȩ

ǋ(ç!) ≥ −ࡹ) ƣ−γȋ)ǋ(ç∗).

ࢉࡹ



ά̙͛ЅЏ ЅϺО̙ϼ͛Ѕ ϼ͛ϼ͛ЅЅΐϊκ

İƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ ȭǶȳǶȭǶ˲ƨ ||�˥− ſ||ࡽ Ʉ˙ƨɼ ˥ ∈ RƐࣖ

éƨƉŗțț ǑɼɄȭ țŗʌʚ Ɖțŗʌʌ ʚǫŗʚ ʚǫƨ pƨʌʌǶŗȳ p ɄǑ țƨŗʌʚ ʌɸʯŗɼƨʌ
ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ Ƕʌ ��ÿࡽ ŗȳƕ ʌɄ

αyƕ×ƕ * ��ÿࡽ * βyƕ×ƕ

˝ǫƨɼƨ ˝ƨ ʌŗ˦ p Ƕʌ αࣽʌʚɼɄȳǖț˦ ƉɄȳ˙ƨ˥ ŗȳƕ βࣽʌȭɄɄʚǫࣖ yȳ
ɱŗɼʚǶƉʯțŗɼࣗ ˝ƨ ŗɼǖʯƨƕ α = λmin(ࡽ�ÿ�) ŗȳƕ β = λmax(ࡽ�ÿ�)ࣖ

çʯƨʌʚǶɄȳࣘ İǫŗʚ ǶǑ ˝ƨ Ɖŗȳ Ʉȳț˦ ƉǫɄɄʌƨ ȋ Ǒƨŗʚʯɼƨʌࣞ

ࢍࡹ



ͺ̙͛ЏОϼ͛ Ѕ͛ά͛̈́Џΐϊκ

İƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ ȭǶȳǶȭǶ˲ƨ ||�˥− ſ||ࡽ Ʉ˙ƨɼ ˥ ∈ RƐ ˝ǫƨɼƨ ȋ << Ɛ
ƨȳʚɼǶƨʌ Ƕȳ ˥ ŗɼƨ ȳɄȳࣽ˲ƨɼɄࣖ �ƨʚ ˥′ ſƨ ʚǫƨ ऑƉɄȳƕƨȳʌƨƕऒ ȋ× ࡹ ˙ƨƉʚɄɼ
ŗȳƕ �′ ſƨ ʚǫƨ ऑƉɄȳƕƨȳʌƨƕऒ ȩ× ȋ ȭŗʚɼǶ˥ࣖ

ÿǫƨȳ l′ Ƕʌ α′ࣽʌʚɼɄȳǖț˦ ƉɄȳ˙ƨ˥ ŗȳƕ β′ࣽʌȭɄɄʚǫࣖ

E˥ƨɼƉǶʌƨࣘ İǫ˦ Ƕʌ α ≤ α′ ŗȳƕ β′ ≤ βࣞ

ࡹ



ͺ̙͛ЏОϼ͛ Ѕ͛ά͛̈́Џΐϊκ ̙κ͎ о̙͛Χ ЅО̼ζϊ͎Оά̙ϼΐЏц

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯Ețƨȳſƨɼǖࣽ�ǫŗȳȳŗࣽ6ǶȭŗȕǶʌࣽ¥ƨǖŗǫſŗȳ ࣱࡹࡱࡽ
�ƣʋ maxç:|ç|≤ȋ ǋ(ç) = max˥′ −||�′˥′ − ſ||ࡽ. òǣƣȩ

γȋ ≥
α′

β′ .

,ɄɼɄțțŗɼ˦ࣘ eɼƨƨƕǶț˦ ƉǫɄɄʌǶȳǖ ȋ Ǒƨŗʚʯɼƨʌ ǖǶ˙ƨʌ ŗ
−ࡹ ƣ−λmin(ࡽ�′ò�′)/λmax(ࡽ�′ò�′) ࣽŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳ ʚɄ ʚǫƨ ɄɱʚǶȭŗț
Ǒƨŗʚʯɼƨʌࣖ

ࡹ



Џ̙Χ̙͛о̙цЅ

 eɼƨƨƕ˦ ʌɄțʯʚǶɄȳʌ Ʉǒʚƨȳ ˝Ʉɼȕ ˝ƨțț
 ¶ʯɼ ʚɄɄțʌ ࣯ſɄʯȳƕ ɱɼɄǖɼƨʌʌࣗ −ࡹ) ˕(˕/ࡹ ≤ ƣࣱ/ࡹ ŗɼƨ ˙ƨɼʌŗʚǶțƨ
 óʯſȭɄƕʯțŗɼǶʚ˦ ɼƨʌƨŗɼƉǫ Ƕʌ ʌǫŗțțɄ˝ ࣯ɼŗʚǫƨɼ ʚǫŗȳ ƕƨƨɱࣱ

࢙ࡹ



ÿ̙κΧ цϊОࣛ

ࡱࡽ


