
+ëࡷbĮ ĆĮࡷë+ࡕߟߞߞߥ ࡇ$ߟߠߥߟ �ƚżɾʕɟƚ ߝ
+ȩʕɟɯƚ vȘɾɟȩƇʕżɾǞȩȘࡈ áŏȘƇȩȒǞˌƚƇ �ƚɾǕȩƇɯࡈ
mŏɯǕǞȘǃ

�ĮĆ ÷ŏȘƇȩȘ ëżǕȩȩȀ ȩǀ CȘǃǞȘƚƚɟǞȘǃࡈ Úɟȩǀࡏ +ǕɟǞɯɾȩɔǕƚɟ �ʕɯżȩ

ߝ



Ͼ̥ͱ̐Ύͻ̥ࡋ

�ȀǃȩɟǞɾǕȒǞż �ŏżǕǞȘƚ �ƚŏɟȘǞȘǃ ŏȘƇ 4ŏɾŏ ëżǞƚȘżƚ
ĦǕŏɾ Ǟɯ ɾǕǞɯ żȩʕɟɯƚ ŏȀȀ ŏųȩʕɾࡐ

ߞ



˨ͱ͇Ύξ͖ϑ͑ͻχ ͖; ϑ̥͑ ˨͇̥ Ύ͂ ̙˨ϑ˨ χ͖̥̐;̥̐

ëɾŏɾǞɯɾǞżɯࡈ ȒŏżǕǞȘƚ ȀƚŏɟȘǞȘǃࡈ ŏȘƇ Ƈŏɾŏ ɯżǞƚȘżƚ ɯɾʕƇʿ Ǖȩʶ ɾȩ
ʕɯƚƇ Ƈŏɾŏ ɾȩ ȒŏǺƚ ųƚɾɾƚɟ ƇƚżǞɯǞȩȘɯ ȩɟ ƇǞɯżȩʲƚɟǞƚɯࡏ

�ɔɔȀǞżŏɾǞȩȘɯ ŏżɟȩɯɯ ǞȘƇʕɯɾɟ ʿࡈ ƚȘǃǞȘƚƚɟǞȘǃࡈ ŏȘƇ ɾǕƚ ɯżǞƚȘżƚɯࡏ

vȘ ɾǕǞɯ żȀŏɯɯࡈ ʶƚ ɯɾʕƇʿ Ǖȩʶ ɾȩ Ƈȩ ɯȩ ŏɯ ɛʕǞżǺȀʿ ŏɯ ɔȩɯɯǞųȀƚࡈ ȩɟ
ʶǞɾǕ ųȩʕȘƇƚƇ żȩȒɔʕɾŏɾǞȩȘŏȀ ɟƚɯȩʕɟżƚɯࡏ

ߟ



˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ;χ ̊І ϑ̥͑ ;ϟͻ̥̊ξχ

ࡄ ÷ʶǞɾɾƚɟ ɟƚżƚǞʲƚɯ ߜߜߜࡈߢ ɾʶƚƚɾɯ ƚʲƚɟʿ ɯƚżȩȘƇࡏ
ࡄ bȩȩǃȀƚ ɟƚżƚǞʲƚɯ ≈ ߜߜߜࡈߜߝ �ŏɔɯ ɛʕƚɟǞƚɯ ƚʲƚɟʿ ɯƚżȩȘƇࡏ
ࡄ ��ë� żȩȀȀƚżɾɯ ߠࡏߢ ÷$ ȩǀ ɯŏɾŏȀȀǞɾƚ ǞȒŏǃƚɯ ƚʲƚɟʿ Ƈŏʿࡏ
ࡄ �ŏɟǃƚ ëʿȘȩɔɾǞż ëʕɟʲƚʿ ÷ƚȀƚɯżȩɔƚ ʶǞȀȀ żȩȀȀƚżɾ ߜߞ ÷$ ȩǀ
ǞȒŏǃƚɯ ƚʲƚɟʿ ȘǞǃǕɾࡏ

ࡄ �v÷ࡕmŏɟʲŏɟƇ $ɟȩŏƇ vȘɯɾǞɾʕɾƚ ɯƚɛʕƚȘżƚɯ ߠߞ ÷$ ȩǀ ǃƚȘƚɾǞż
Ƈŏɾŏ ƚʲƚɟʿ Ƈŏʿࡏ

ߠ



ξΎͱ̥ Ύ͂ ˨ͱ͇Ύξ͖ϑ͑ͻχ

bɟȩʶǞȘǃ ƇƚȒŏȘƇɯ ȩǀ Ƈŏɾŏ ɯżǞƚȘżƚ ŏȘƇ ȒŏżǕǞȘƚ ȀƚŏɟȘǞȘǃ Ǖŏʲƚ
ʕɯǕƚɟƚƇ ǞȘ ŏ Șƚʶ ǃȩȀƇƚȘࢅ ŏǃƚࢆ ǀȩɟ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯ ɟƚɯƚŏɟżǕࡏ

ࡄ $ȩȀɯɾƚɟƚƇ ųʿ ȩʕɟ ȀǞȒǞɾƚƇ ŏųǞȀǞɾʿ ɾȩ ųʕǞȀƇ ǀŏɯɾƚɟ żȩȒɔʕɾƚɟɯ
ȩɟ࡫ ɾȩ ŏżżƚɯɯ żȩȒɔʕɾŏɾǞȩȘŏȀ ɟƚɯȩʕɟżƚɯ ʶǞɾǕ ŏ ȀǞȒǞɾƚƇ
˙ȘŏȘżǞŏȀ ųʕƇǃƚɾࡏ࡬

ࡄ ÷ʿɔǞżŏȀ Ƈŏɾŏ ŏɔɔȀǞżŏɾǞȩȘɯ ɟƚɛʕǞɟƚ żȩȒųǞȘǞȘǃ ŏ ƇǞʲƚɟɯƚ ɯƚɾ
ȩǀ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒǞż ɾȩȩȀɯࡏ �ȩɯɾ ŏɟƚ Șȩɾ ǕƚŏʲǞȀʿ żȩʲƚɟƚƇ ǞȘ ʿȩʕɟ
ɾɟŏƇǞɾǞȩȘŏȀ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯ żʕɟɟǞżʕȀʕȒࡏ

ߡ



̐ͱ˨χχ ϑΎθ͖̐χ

࡬ߝ࡫ áŏȘƇȩȒǞˌƚƇ ȒƚɾǕȩƇɯࡏ
࡬ߞ࡫ +ȩȘɾǞȘʕȩʕɯ ȩɔɾǞȒǞˌŏɾǞȩȘࡏ
࡬ߟ࡫ ëɔƚżɾɟŏȀ ȒƚɾǕȩƇɯ ŏȘƇ ȀǞȘƚŏɟ ŏȀǃƚųɟŏࡏ
࡬ߠ࡫ _ȩʕɟǞƚɟ ȒƚɾǕȩƇɯࡏ

ߢ



ξ˨;̙Ύͻ͖В̥̙ ͻ̥ϑ͑Ύ̙χ

ëƚżɾǞȩȘ ࡇߝ áŏȘƇȩȒǞˌƚƇ �ȀǃȩɟǞɾǕȒɯࡏ

ࡄ ÚɟȩųŏųǞȀǞɾʿ ɾȩȩȀɯ ŏȘƇ żȩȘżƚȘɾɟŏɾǞȩȘ ȩǀ ɟŏȘƇȩȒ ʲŏɟǞŏųȀƚɯ
ࡈ�ŏɟǺȩʲɯ࡫ +ǕƚųʿɯǕƚʲࡈ +ǕƚɟȘȩǀǀࡕ$ƚɟȘɯɾƚǞȘ ǞȘƚɛʕŏȀǞɾǞƚɯࡏ࡬

ࡄ áŏȘƇȩȒ ǕŏɯǕǞȘǃ ǀȩɟ ǀŏɯɾ Ƈŏɾŏ ɯƚŏɟżǕࡈ ȀȩŏƇ ųŏȀŏȘżǞȘǃࡈ ŏȘƇ Ȓȩɟƚࡏ
�ȩżŏȀǞɾʿ ɯƚȘɯǞɾǞʲƚ ǕŏɯǕǞȘǃࡈ �ǞȘmŏɯǕࡈ ëǞȒmŏɯǕࡈ ƚɾżࡏ

ࡄ ëǺƚɾżǕǞȘǃ ŏȘƇ ɯɾɟƚŏȒǞȘǃ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯ ǀȩɟ żȩȒɔɟƚɯɯǞȘǃ ŏȘƇ
ɔɟȩżƚɯɯǞȘǃ Ƈŏɾŏ ȩȘ ɾǕƚ ˚ ʿࡏ

ࡄ mǞǃǕࡷƇǞȒƚȘɯǞȩȘŏȀ ǃƚȩȒƚɾɟʿ ŏȘƇ ɾǕƚ �ȩǕȘɯȩȘࡷ�ǞȘƇƚȘɯɾɟŏʕɯɯ
ȀƚȒȒŏ ǀȩɟ żȩȒɔɟƚɯɯǞȘǃ ǕǞǃǕ ƇǞȒƚȘɯǞȩȘŏȀ ʲƚżɾȩɟɯࡏ

vɾ Ǟɯ ǕŏɟƇ ɾȩ ˙ȘƇ ŏȘ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯ ɔŏɔƚɟ ǞȘ ߜߞߜߞ ɾǕŏɾ Ƈȩƚɯ Șȩɾ ʕɯƚ
ɟŏȘƇȩȒȘƚɯɯ ǞȘ ɯȩȒƚ ʶŏ ʿࡈ ųʕɾ ɾǕǞɯ ʶŏɯȘ࢈ɾ ŏȀʶŏʿɯ ɾǕƚ żŏɯƚࡋ

ߣ



̐Ύ;ϑ͖;ϟΎϟχ Ύθϑ͖ͻ͖В˨ϑ͖Ύ;

ëƚżɾǞȩȘ ࡇߞ +ȩȘɾǞȘʕȩʕɯ ȩɔɾǞȒǞˌŏɾǞȩȘࡏ

ࡄ bɟŏƇǞƚȘɾ ƇƚɯżƚȘɾࡈ ɯɾȩżǕŏɯɾǞż ǃɟŏƇǞƚȘɾ ƇƚɯżƚȘɾࡈ żȩȩɟƇǞȘŏɾƚ
ƇƚɯżƚȘɾࡈ ŏȘƇ Ǖȩʶ ɾȩ ŏȘŏȀʿˌƚ ɾǕƚɯƚ ȒƚɾǕȩƇɯࡏ

ࡄ �żżƚȀƚɟŏɾǞȩȘࡈ żȩȘƇǞɾǞȩȘǞȘǃࡈ ɔɟƚżȩȘƇǞɾǞȩȘǞȘǃࡈ ŏƇŏɔɾǞʲƚ ǃɟŏƇǞƚȘɾ
ȒƚɾǕȩƇɯࡏ

ࡄ +ȩȘɯɾɟŏǞȘƚƇ ȩɔɾǞȒǞˌŏɾǞȩȘࡈ ȀǞȘƚŏɟ ɔɟȩǃɟŏȒȒǞȘǃࡏ CȀȀǞɔɯȩǞƇ ŏȘƇ
ǞȘɾƚɟǞȩɟ ɔȩǞȘɾ ȒƚɾǕȩƇɯࡏ

ࡄ áƚȀŏʾŏɾǞȩȘ ȩǀ żȩȒųǞȘŏɾȩɟǞŏȀ ȩɔɾǞȒǞˌŏɾǞȩȘ ɔɟȩųȀƚȒɯࡏ

+ȩȘɾǞȘʕȩʕɯ ȩɔɾǞȒǞˌŏɾǞȩȘ Ǖŏɯ ųƚżȩȒƚ ɾǕƚ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒǞż ʶȩɟǺǕȩɟɯƚ ȩǀ
ȒȩƇƚɟȘ ȒŏżǕǞȘƚ ȀƚŏɟȘǞȘǃࡏ

ߤ



χθ̥̐ϑξ˨ͱ ͻ̥ϑ͑Ύ̙χ

ëƚżɾǞȩȘ ࡇߟ ëɔƚżɾɟŏȀ ȒƚɾǕȩƇɯ ŏȘƇ ȀǞȘƚŏɟ ŏȀǃƚųɟŏࡏ

ࡄ mȩʶ ɾȩ żȩȒɔʕɾƚ ɯǞȘǃʕȀŏɟ ʲŏȀʕƚ ƇƚżȩȒɔȩɯǞɾǞȩȘɯ ŏȘƇ
ƚǞǃƚȘƇƚżȩȒɔȩɯǞɾǞȩȘࡏ

ࡄ ëɔƚżɾɟŏȀ ǃɟŏɔǕ ɾǕƚȩɟʿࡇ Ǟࡏƚࡏ Ǖȩʶ ɾȩ ʕɯƚ ȀǞȘƚŏɟ ŏȀǃƚųŏɟŏ ɾȩ
ʕȘƇƚɟɯɾŏȘƇǞȘǃ Ȁŏɟǃƚ ǃɟŏɔǕɯ ɾǕɟȩʕǃǕ ȀǞȘƚŏɟ ŏȀǃƚųɟŏ ɯȩżǞŏȀ࡫
ȘƚɾʶȩɟǺɯࡈ ǞȘɾƚɟŏżɾǞȩȘ ǃɟŏɔǕɯࡈ ƚɾżࡏ࡬ࡏ

ࡄ ëɔƚżɾɟŏȀ żȀʕɯɾƚɟǞȘǃ ŏȘƇ ȘȩȘࡷȀǞȘƚŏɟ ƇǞȒƚȘɯǞȩȘŏȀǞɾʿ ɟƚƇʕżɾǞȩȘࡏ

ࡄ áŏȘƇȩȒ ɯŏȒɔȀǞȘǃ ŏȘƇ ɯǺƚɾżǕǞȘǃ ȒƚɾǕȩƇɯ ǀȩɟ ǀȩɟ ȒŏɾɟǞʾ
żȩȒɔʕɾŏɾǞȩȘɯࡏ

ȩȒɔȀƚʾ+ࢅ ȒŏɾǕ ȩɔƚɟŏɾǞȩȘɯ ȒŏżǕǞȘƚ࡫ ȀƚŏɟȘǞȘǃࡈ żȀʕɯɾƚɟǞȘǃࡈ ɾɟƚȘƇ
ƇƚɾƚżɾǞȩȘ࡬ ࡠŏɟƚ࡟ ȒȩɯɾȀʿ ɯɔƚżǞ˙ƚƇ ŏɯ ȀǞȘƚŏɟ ŏȀǃƚųɟŏ ȩȘ ŏɟɟŏʿ Ƈŏɾŏࢆ ࡵ
�ǞżǕŏƚȀ ëɾȩȘƚųɟŏǺƚɟࡈ ÷ʕɟǞȘǃ �ʶŏɟƇ ĦǞȘȘƚɟ

ߥ



͂Ύϟξ͖̥ξ ͻ̥ϑ͑Ύ̙χ

ëƚżɾǞȩȘ ࡇߠ _ȩʕɟǞƚɟ ȒƚɾǕȩƇɯࡏ

ࡄ +ȩȒɔɟƚɯɯƚƇ ɯƚȘɯǞȘǃࡈ ɯɔŏɟɯƚ ɟƚżȩʲƚɟ ʿࡈ ŏȘƇ ɾǕƚǞɟ ŏɔɔȀǞżŏɾǞȩȘɯࡏ

ࡄ mƚŏʲʿࡷǕǞɾɾƚɟɯࡕǀɟƚɛʕƚȘɾ ǞɾƚȒ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯ ǀȩɟ Ƈŏɾŏ ɯɾɟƚŏȒɯࡏ

ࡄ _ȩʕɟǞƚɟ ɔƚɟɯɔƚżɾǞʲƚ ȩȘ ȒŏżǕǞȘƚ ȀƚŏɟȘǞȘǃ ɾƚżǕȘǞɛʕƚɯ ȀǞǺƚ ǺƚɟȘƚȀ
ȒƚɾǕȩƇɯࡈ ŏȘƇ ɾǕƚ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒǞż ųƚȘƚ˙ɾɯࡏ

ߜߝ



Ͼ͑˨ϑ Ͼ̥ ϾΎ;࢈ϑ ̐Ύϻ̥ξ

ĦȩȘ࢈ɾ żȩʲƚɟࡇ

ëȩǀɾʶŏɟƚ ɾȩȩȀɯ ȩɟ ǀɟŏȒƚʶȩɟǺɯࡏ �ŏɔáƚƇʕżƚࡈ ÷ƚȘɯȩɟ˚ȩʶࡈ ëɔŏɟǺࡈ
ƚɾżࡏ vǀ ʿȩʕ ŏɟƚ ǞȘɾƚɟƚɯɾƚƇ +ëࡷbĮ ߟߝߡߢ ȒǞǃǕɾ ųƚ ŏ ǃȩȩƇ żȩʕɟɯƚࡏ

�ŏżǕǞȘƚ �ƚŏɟȘǞȘǃ �ȩƇƚȀɯ ࣹ ÷ƚżǕȘǞɛʕƚɯࡏ �ƚʕɟŏȀ Șƚɾɯࡈ
ɟƚǞȘǀȩɟżƚȒƚȘɾ ȀƚŏɟȘǞȘǃࡈ $ŏʿƚɯǞŏȘ ȒƚɾǕȩƇɯࡈ ʕȘɯʕɔƚɟʲǞɯƚƇ
ȀƚŏɟȘǞȘǃ ƚɾżࡏ v ŏȒ ŏɯɯʕȒǞȘǃ ʿȩʕ ŏȀɟƚŏƇʿ Ǖŏʲƚ ŏ żȩʕɟɯƚ ǞȘ ��
ŏȘƇ ɾǕƚ ǀȩżʕɯ ȩǀ ɾǕǞɯ żȀŏɯɯ ʶǞȀȀ ųƚ ȩȘ żȩȒɔʕɾŏɾǞȩȘŏȀ
żȩȘɯǞƇƚɟŏɾǞȩȘɯࡏ

$ʕɾ Ǟǀ ʿȩʕɟ ɟƚɯƚŏɟżǕ Ǟɯ ǞȘ ȒŏżǕǞȘƚ ȀƚŏɟȘǞȘǃࡈ v ɾǕǞȘǺ ʿȩʕ ʶǞȀȀ ˙ȘƇ
ɾǕƚ ɾǕƚȩɟƚɾǞżŏȀ ɾȩȩȀɯ ʶƚ ȀƚŏɟȘ ŏɟƚ Ȓȩɟƚ ųɟȩŏƇȀʿ ŏɔɔȀǞżŏųȀƚ

ɾǕŏȘ ǞȘ ƇƚɯǞǃȘǞȘǃ ǀŏɯɾƚɟ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯࡏ

ߝߝ



Ύϟξ ˨θθξΎ˨̐͑

÷ǕǞɯ Ǟɯ ɔɟǞȒŏɟǞȀʿ ŏ ɾǕƚȩɟʿ żȩʕɟɯƚࡏ

ࡄ CȒɔǕŏɯǞɯ ȩȘ ɔɟȩȩǀɯ ȩǀ żȩɟɟƚżɾȘƚɯɯࡈ ųȩʕȘƇǞȘǃ ŏɯʿȒɔɾȩɾǞż
ɟʕȘɾǞȒƚɯࡈ żȩȘʲƚɟǃƚȘżƚ ŏȘŏȀʿɯǞɯࡈ ƚɾżࡏ ĝǔʻࡓ

ࡄ �ƚŏɟȘ Ǖȩʶ ɾȩ ȒȩƇƚȀ żȩȒɔȀƚʾ ɔɟȩųȀƚȒɯ ǞȘ ɯǞȒɔȀƚ ʶŏʿɯࡏ
ࡄ �ƚŏɟȘ ǃƚȘƚɟŏȀ ȒŏɾǕƚȒŏɾǞżŏȀ ɾȩȩȀɯ ɾǕŏɾ żŏȘ ųƚ ŏɔɔȀǞƚƇ ǞȘ ŏ ʶǞƇƚ
ʲŏɟǞƚɾʿ ȩǀ ɔɟȩųȀƚȒɯ ǞȘ࡫ ʿȩʕɟ ɟƚɯƚŏɟżǕࡈ ǞȘ ǞȘƇʕɯɾɟ ʿࡈ ƚɾż࡬ࡏ

ࡄ ÷Ǖƚ ǕȩȒƚʶȩɟǺ ɟƚɛʕǞɟƚɯ żɟƚŏɾǞʲƚ ɔɟȩųȀƚȒ ɯȩȀʲǞȘǃ ŏȘƇ ɾǕǞȘǺǞȘǃ
ųƚʿȩȘƇ ʶǕŏɾ ʶŏɯ żȩʲƚɟƚƇ ǞȘ żȀŏɯɯࡏ Įȩʕ ʶǞȀȀ Șȩɾ ųƚ ŏųȀƚ ɾȩ ɯȩȀʲƚ
ȒŏȘʿ ɔɟȩųȀƚȒɯ ȩȘ ʿȩʕɟ ˙ɟɯɾ ɾɟʿࡋ

Įȩʕ ʶǞȀȀ ȘƚƚƇ ŏ ǃȩȩƇ ųŏżǺǃɟȩʕȘƇ ǞȘ ɔɟȩųŏųǞȀǞɾʿ ŏȘƇ ȀǞȘƚŏɟ ŏȀǃƚųɟŏࡏ
ëƚƚ ɾǕƚ ɯʿȀȀŏųʕɯ ǀȩɟ Ȓȩɟƚ ƇƚɾŏǞȀɯࡏ �ɯǺ Ȓƚ Ǟɯ ʿȩʕ ŏɟƚ ɯɾǞȀȀ ʕȘɯʕɟƚ ȩǀ
ʿȩʕɟ ɔɟƚɔŏɟŏɾǞȩȘࡏ

ߞߝ



̐Ύϟξχ̥ χϑξϟ̐ϑϟξ̥ ˨;̙ ͱΎ͇͖χϑ͖̐χ

mȩʶ ʶǞȀȀ ʿȩʕ ȀƚŏɟȘ ŏȀȀ ɾǕǞɯ ɯɾʕǀǀࡐ

ߟߝ



̐Ύϟξχ̥ χϑξϟ̐ϑϟξ̥ ˨;̙ ͱΎ͇͖χϑ͖̐χ

�ȀȀ ȩǀ ɾǕǞɯ ǞȘǀȩɟȒŏɾǞȩȘ Ǟɯ ȩȘ ɾǕƚ żȩʕɟɯƚ ʶƚųɔŏǃƚ
­êêÜãϓϟϟûûûϙ�­ß°ãÈïã�Ðϙ�ÐÈϟ�ÈÂ�ã΂΀΂΀ϟ ŏȘƇ ǞȘ ɾǕƚ

ɯʿȀȀŏųʕɯ ɔȩɯɾƚƇ ɾǕƚɟƚࡋ ÚȀƚŏɯƚ ɟƚŏƇ Ǟɾࡏ

+Ȁŏɯɯ ɯɾɟʕżɾʕɟƚࡇ

ࡄ _Ǟɟɯɾ ǕŏȀǀ ȩǀ żȀŏɯɯ ŏȒߝߝ࡫ ࡷ ࡬ɔȒߞߝ ʶǞȀȀ ųƚ ŏ ˚ǞɔɔƚƇ żȩʕɟɯƚࡏ
ࡄ ëƚżȩȘƇ ǕŏȀǀ ɔȒߡߝࡇߞߝ࡫ ࡷ ࡬ɔȒߜߟࡇߝ ʶǞȀȀ ųƚ ɾɟŏƇǞɾǞȩȘŏȀ Ȁƚżɾʕɟƚࡏ
ࡄ ëǕȩɟɾ ʲǞƇƚȩ Ȁƚżɾʕɟƚ ʶǞȀȀ ųƚ ɔȩɯɾƚƇ ȩȘ ÷ǕʕɟɯƇŏʿ Ȓʕɯɾ࡫
ʶŏɾżǕ ȩȘ ʿȩʕɟ ȩʶȘ ɾǞȒƚࡏ࡬

ࡄ �ƚżɾʕɟƚ Șȩɾƚɯ ŏȘƇ ȩɔɾǞȩȘŏȀ ɟƚŏƇǞȘǃɯ ɔȩɯɾƚƇ ȩȘ żȩʕɟɯƚ
ʶƚųɯǞɾƚࡏ

ĝǔʻࡓ
ߠߝ

https://www.chrismusco.com/amlds2020/


̐Ύϟξχ̥ χϑξϟ̐ϑϟξ̥ ˨;̙ ͱΎ͇͖χϑ͖̐χ

+Ȁŏɯɯ ʶȩɟǺࡇ

ࡄ ĦƚƚǺȀʿ ȩȘȀǞȘƚ ɛʕǞˌ ࣷߜߝ࡫ ȩǀ żȩʕɟɯƚ ǃɟŏƇƚ࡬ ɔȩɯɾƚƇ ŏǀɾƚɟ
÷ǕʕɟɯƇŏʿ Ȁƚżɾʕɟƚࡏ 4ʕƚ ǀȩȀȀȩʶǞȘǃ ĦƚƇȘƚɯƇŏʿ ųƚǀȩɟƚ żȀŏɯɯࡏ

ࡄ $ǞʶƚƚǺȀʿ ɔɟȩųȀƚȒ ɯƚɾɯ ࣷߜߠ࡫ ȩǀ żȩʕɟɯƚ ǃɟŏƇƚࡏ࡬
ࡄ ÷Ǖƚɯƚ ŏɟƚ żǕŏȀȀƚȘǃǞȘǃࡈ ŏȘƇ ɾǕƚ Ȓȩɯɾ ƚǀǀƚżɾǞʲƚ ʶŏʿ ɾȩ
ȀƚŏɟȘ ɾǕƚ ȒŏɾƚɟǞŏȀࡏ v ɟƚżȩȒȒƚȘƇ ʿȩʕ ɯɾŏɟɾ ƚŏɟȀ ʿࡈ ʶȩɟǺ
ʶǞɾǕ ȩɾǕƚɟɯࡈ ŏɯǺ ɛʕƚɯɾǞȩȘɯ ȩȘ ÚǞŏˌˌŏࡈ ƚɾżࡏ

ࡄ Įȩʕ Ȓʕɯɾ ʶɟǞɾƚࡷʕɔ ɯȩȀʕɾǞȩȘɯ ȩȘ ʿȩʕɟ ȩʶȘߝࡏ

ࡄ ÷ŏǺƚࡷǕȩȒƚ ȒǞƇɾƚɟȒ ࣷߡߝ࡫ ȩǀ żȩʕɟɯƚ ǃɟŏƇƚࡏ࡬

ࣷߜߝߝ ųȩȘʕɯ ȩȘ ˙ɟɯɾ ɔɟȩųȀƚȒ ɯƚɾ ǀȩɟ ʕɯǞȘǃ �ŏɟǺƇȩʶȘ ȩɟ �ŏ÷ƚʾࡏ vɾ ɯǕȩʕȀƇ
ɯŏʲƚ ʿȩʕ ɾǞȒƚ ǞȘ ɾǕƚ ȀȩȘǃ ɟʕȘࡋ

ߡߝ



̐Ύϟξχ̥ χϑξϟ̐ϑϟξ̥ ˨;̙ ͱΎ͇͖χϑ͖̐χ

+ȩʕɟɯƚ ɔɟȩǲƚżɾ ࣷߡߞ࡫ ȩǀ ǃɟŏƇƚࡇ࡬

ࡄ +ŏȘ ųƚ ųŏɯƚƇ ȩȘ ŏ ɟƚżƚȘɾ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯ ɔŏɔƚɟࡏ +ŏȘ ųƚ ƚǞɾǕƚɟ
ŏȘ ƚʾɔƚɟǞȒƚȘɾŏȀ ȩɟ ɾǕƚȩɟƚɾǞżŏȀ ɔɟȩǲƚżɾࡏ

ࡄ ĦȩɟǺ ǞȘ ɔŏǞɟɯࡏ
ࡄ Ħƚ ʶǞȀȀ ǕȩȀƇ ŏȘ ȩɔɾǞȩȘŏȀ ɟƚŏƇǞȘǃ ǃɟȩʕɔ ȩʕɾɯǞƇƚ ȩǀ żȀŏɯɯ ǀȩɟ
ɾǕȩɯƚ ǞȘɾƚɟƚɯɾƚƇ ǞȘ ɟƚɯƚŏɟżǕ ŏȘƇ ǃƚɾɾǞȘǃ ųƚɾɾƚɟ ŏɾ ɟƚŏƇǞȘǃ
ŏȘƇ ɔɟƚɯƚȘɾǞȘǃ ɔŏɔƚɟɯࡏ ÷ǞȒƚ ࡏ�$÷

ߢߝ



̐Ύϟξχ̥ χϑξϟ̐ϑϟξ̥ ˨;̙ ͱΎ͇͖χϑ͖̐χ

+Ȁŏɯɯ ɔŏɟɾǞżǞɔŏɾǞȩȘ ɔɟȩǲƚżɾ ࣷߜߝ࡫ ȩǀ ǃɟŏƇƚࡇ࡬

ࡄ �ʿ ǃȩŏȀ Ǟɯ ɾȩ ǺȘȩʶ ʿȩʕ ŏȀȀ ǞȘƇǞʲǞƇʕŏȀȀʿ ųʿ ɾǕƚ ƚȘƇ ȩǀ ɾǕǞɯ
żȩʕɟɯƚࡏ

ࡄ �ȩɾɯ ȩǀ ʶŏʿɯ ɾȩ ƚŏɟȘ ɾǕƚ ǀʕȀȀ ǃɟŏƇƚࡇ ɔŏɟɾǞżǞɔŏɾǞȩȘ ǞȘ
Ȁƚżɾʕɟƚࡈ ȩǀ˙żƚ Ǖȩʕɟɯࡈ ȩɟ ÚǞŏˌˌŏࡏ ÚŏɟɾǞżǞɔŏɾǞȩȘ ǞȘ ɾǕƚ ɟƚŏƇǞȘǃ
ǃɟȩʕɔࡏ Cǀǀȩɟɾ ȩȘ ɾǕƚ ɔɟȩǲƚżɾࡏ

ߣߝ



̐Ύϟξχ̥ χϑξϟ̐ϑϟξ̥ ˨;̙ ͱΎ͇͖χϑ͖̐χ

vȒɔȩɟɾŏȘɾ Șȩɾƚࡇ

ࡄ ÷ǕǞɯ Ǟɯ ŏ ȒǞʾƚƇ ʕȘƇƚɟǃɟŏƇʕŏɾƚࡕǃɟŏƇʕŏɾƚ żȩʕɟɯƚࡏ
ࡄ ĦȩɟǺȀȩŏƇ Ǟɯ ɾǕƚ ɯŏȒƚࡈ ųʕɾ ʕȘƇƚɟǃɟŏƇʕŏɾƚɯ ŏɟƚ ǃɟŏƇƚƇ ȩȘ
ŏ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ ࡏࢆżʕɟʲƚࢅ

ࡄ ÷ŏȘƇȩȘ ÚǕࡏ4ࡏ ɯɾʕƇƚȘɾ áŏɔǕŏƚȀ �ƚʿƚɟ ʶǞȀȀ ųƚ ȩǀǀƚɟǞȘǃ
ʕȘƇƚɟǃɟŏƇʕŏɾƚ ȩȘȀʿ ȩǀ˙żƚ Ǖȩʕɟɯ ǀȩɟ ƚʾɾɟŏ ɯʕɔɔȩɟɾࡏ

ߤߝ



̐Ύϟξχ̥ χϑξϟ̐ϑϟξ̥ ˨;̙ ͱΎ͇͖χϑ͖̐χ

°ɾǕƚɟ ǞȒɔȩɟɾŏȘɾ Șȩɾƚࡇ �ȩ żȀŏɯɯ Șƚʾɾ ʶƚƚǺ ųƚżŏʕɯƚ ȩǀ
ȒƚȒȩɟǞŏȀ Ƈŏ ʿࡏ $ʕɾ v ʶǞȀȀ ɟƚȀƚŏɯƚ ŏ ɔɟȩųȀƚȒ ɯƚɾ ɾȩȒȩɟɟȩʶ ŏȘƇ
ɯżǕƚƇʕȀƚ ȩǀ˙żƚ Ǖȩʕɟɯ ɯȩ ʿȩʕ żŏȘ ɯɾŏɟɾ ǃƚɾɾǞȘǃ ŏ ųƚɾɾƚɟ ɯƚȘɯƚ ȩǀ
ɾǕƚ żȩʕɟɯƚࡏ

vȘ ɾǕƚ Șƚʾɾ ʶƚƚǺࡈ ɔȀƚŏɯƚࡇ

ࡄ �ŏǺƚ ɯʕɟƚ ʿȩʕ ŏɟƚ ƚȘɟȩȀȀƚƇ ǞȘ ɾǕƚ ÚǞŏˌˌŏ ɯǞɾƚࡏ
ࡄ áƚɯɔȩȘƇ ɾȩ ɔȩȀȀɯ ǀȩɟ ɯƚȀƚżɾǞȘǃ ȩǀ˙żƚ Ǖȩʕɟ ŏȘƇ ɟƚŏƇǞȘǃ
ǃɟȩʕɔ ɾǞȒƚɯࡏ

ߥߝ



ßϟ̥χϑ͖Ύ;χࡐ

ߥߝ



ϑ͖͑χ ̐ͱ˨χχ

bȩŏȀࡇ 4ƚȒȩȘɯɾɟŏɾƚ Ǖȩʶ ƚʲƚȘ ɾǕƚ ɯǞȒɔȀƚɯɾ ɾȩȩȀɯ ǀɟȩȒ
ɔɟȩųŏųǞȀǞɾʿ żŏȘ ȀƚŏƇ ɾȩ ŏ ɔȩʶƚɟǀʕȀ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒǞż ɟƚɯʕȀɾɯࡏ

�ƚżɾʕɟƚ ŏɔɔȀǞżŏɾǞȩȘɯࡇ

ࡄ CɯɾǞȒŏɾǞȘǃ ʕȘǞɛʕƚ ƚȀƚȒƚȘɾɯ ǀɟȩȒ ɛʕƚɟǞƚɯࡏ
ࡄ mŏɯǕ ɾŏųȀƚɯ ʶǞɾǕ ʶȩɟɯɾࡷżŏɯƚ ǃʕŏɟŏȘɾƚƚɯࡏ
ࡄ �ȩŏƇ ųŏȀŏȘżǞȘǃࡏ

ÚɟȩųȀƚȒ ɯƚɾ ŏɔɔȀǞżŏɾǞȩȘɯࡇ

ࡄ bɟȩʕɔ ɾƚɯɾǞȘǃ ǀȩɟ +°ģv4ࡏߥߝࡷ
ࡄ ëȒŏɟɾƚɟ ȀȩŏƇ ųŏȀŏȘżǞȘǃࡏ

ߜߞ



θξΎ̊˨͖̊ͱ͖ϑІ ξ̥ϻ͖̥Ͼ

�ƚɾ Ĥ ųƚ ŏ ɟŏȘƇȩȒ ʲŏɟǞŏųȀƚ ɾŏǺǞȘǃ ʲŏȀʕƚ ǞȘ ɯȩȒƚ ɯƚɾ S ࡏ vࡏƚࡏ ǀȩɟ ŏ
ƇǞżƚࡈ S = ,ߝ} . . . , ࡏ{ߢ _ȩɟ ŏ żȩȘɾǞȘʕȩʕɯ ɟࡏʲࡈࡏ ʶƚ ȒǞǃǕɾ Ǖŏʲƚ S = Rࡏ

ࡄ CʾɔƚżɾŏɾǞȩȘࡇ E[Ĥ] =
∑

ɫ∈S Úɟ[Ĥ = ɫ] · ɫ

_ȩɟ żȩȘɾǞȘʕȩʕɯ ɟࡏʲࡈࡏ E[Ĥ] =
∫
ɫ∈S Úɟ(ɫ) · ɫ Ɔɫࡏ

ࡄ ģŏɟǞŏȘżƚࡇ ģŏɟ[Ĥ] = E[(Ĥ− E[Ĥ])ߞ]

CʾƚɟżǞɯƚࡇ _ȩɟ ŏȘʿ ɯżŏȀŏɟ αࡈ E[αĤ] = αE[Ĥ]ࡏ ģŏɟ[αĤ] = αߞ ģŏɟ[Ĥ]ࡏ ߝߞ

¥



θξΎ̊˨͖̊ͱ͖ϑІ ξ̥ϻ͖̥Ͼ

�ƚɾ � ŏȘƇ $ ųƚ ɟŏȘƇȩȒ ƚʲƚȘɾɯࡏ

ࡄ �ȩǞȘɾ ÚɟȩųŏųǞȀǞɾʿࡇ Úɟ(� ∩ ࡏ($ ÚɟȩųŏųǞȀǞɾʿ ɾǕŏɾ ųȩɾǕ
ƚʲƚȘɾɯ ǕŏɔɔƚȘࡏ

ࡄ +ȩȘƇǞɾǞȩȘŏȀ ÚɟȩųŏųǞȀǞɾʿࡇ Úɟ(� | $) = Úɟ(�∩$)
Úɟ($) ࡏ ÚɟȩųŏųǞȀǞɾʿ

� ǕŏɔɔƚȘɯ żȩȘƇǞɾǞȩȘƚƇ ȩȘ ɾǕƚ ƚʲƚȘɾ ɾǕŏɾ $ ǕŏɔɔƚȘɯࡏ
ࡄ vȘƇƚɔƚȘƇƚȘżƚࡇ � ŏȘƇ $ ŏɟƚ ǞȘƇƚɔƚȘƇƚȘɾ ƚʲƚȘɾɯ Ǟǀࡇ
Úɟ(� | $) = Úɟ(�)ࡏ

�ȀɾƚɟȘŏɾǞʲƚ Ƈƚ˙ȘǞɾǞȩȘ ȩǀ ǞȘƇƚɔƚȘƇƚȘżƚࡇ

Úɟ(� ∩ $) = Úɟ(�) · Úɟ($).

ߞߞ

O

←
- - -

Pr lB) .PLAIB) = P r( B )o P r CA)



θξΎ̊˨͖̊ͱ͖ϑІ ξ̥ϻ͖̥Ͼ

CʾŏȒɔȀƚࡇ ĦǕŏɾ Ǟɯ ɾǕƚ ɔɟȩųŏųǞȀǞɾʿ ɾǕŏɾ ǀȩɟ ɾʶȩ ǞȘƇƚɔƚȘƇƚȘɾ
ƇǞżƚ ɟȩȀȀɯ ɾŏǺǞȘǃ ʲŏȀʕƚ ʕȘǞǀȩɟȒȀʿ ǞȘ ,ߝ} ,ߞ ,ߟ ,ߠ ,ߡ ࡈ{ߢ ɾǕƚ ˙ɟɯɾ ɟȩȀȀ
żȩȒƚɯ ʕɔ ȩƇƇ ŏȘƇ ɾǕƚ ɯƚżȩȘƇ Ǟɯ < ࡐߟ

�ƚɾ Ĥ ŏȘƇ ĥ ųƚ ɟŏȘƇȩȒ ʲŏɟǞŏųȀƚɯࡏ Ĥ ŏȘƇ ĥ ŏɟƚ ǞȘƇƚɔƚȘƇƚȘɾ Ǟǀࡈ
ǀȩɟ ŏȀȀ ƚʲƚȘɾɯ ɫ, ɺࡈ ɾǕƚ ɟŏȘƇȩȒ ƚʲƚȘɾɯ [Ĥ = ɫ] ŏȘƇ [ĥ = ɺ] ŏɟƚ
ǞȘƇƚɔƚȘƇƚȘɾࡏ

ߟߞ

( 1 ) . ( t ) = 1/6



ϑ̥͑ ͻΎχϑ θΎϾ̥ξ͂ϟͱ ϑ̥͑Ύξ̥ͻ ͖; ˨ͱͱ Ύ͂ θξΎ̊˨͖̊ͱ͖ϑІࡐ

�ǞȘƚŏɟǞɾʿ ȩǀ ƚʾɔƚżɾŏɾǞȩȘࡇ

E[Ĥ+ ĥ] = E[Ĥ] + E[ĥ]

ߠߞ

EfxtY3 = I s I .+ P r(X-s h Y.-t)@+t )

= E.sys.-+P r l x . s nYet).s t §,g.+P r(X--shy.-f)a t

= F.sssg.tprlk.snY-t) t F.+ t oE.sprlx.snyet)
T E T E T E



ξ̥ͱ˨ϑ̥̙ ̥μϟ˨ϑ͖Ύ;χ

�Ȁʶŏʿɯࡈ ɯȩȒƚɾǞȒƚɯࡈ ȩɟ Șƚʲƚɟࡐ

_ȩɟ ɟŏȘƇȩȒ ʲŏɟǞŏųȀƚɯ Ĥ, ĥࡇ

ࡄ E[Ĥĥ] = E[Ĥ] · E[ĥ]ࡏ

ࡄ ģŏɟ[Ĥ+ ĥ] = ģŏɟ[Ĥ] + ģŏɟ[ĥ]ࡏ

ࡄ ģŏɟ[Ĥ] = E[Ĥߞ]− E[Ĥ]ࡏߞ

ߡߞ

sometimestrue.
True when tendependant.Y E Yo Ya

True,when XtY a r e

independent.

Alwaystrue



͖͂ξχϑ ˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ;

Įȩʕ ɟʕȘ ŏ ʶƚų żȩȒɔŏȘʿ ɾǕŏɾ Ǟɯ żȩȘɯǞƇƚɟǞȘǃ żȩȘɾɟŏżɾǞȘǃ ʶǞɾǕ ŏ
ʲƚȘƇȩɟ ɾǕŏɾ ɔɟȩʲǞƇƚɯ +�Ú÷+m�ɯ ǀȩɟ ȀȩǃǞȘɯࡏ

÷Ǖƚʿ żȀŏǞȒ ɾȩ Ǖŏʲƚ ŏ Ƈŏɾŏ ųŏɯƚ ȩǀ ȗ = ,ߝ ,ߜߜߜ ߜߜߜ ʕȘǞɛʕƚ
+�Ú÷+m�ɯ ǞȘ ɾǕƚǞɟ Ƈŏɾŏųŏɯƚࡈ ŏȘƇ ŏ ɟŏȘƇȩȒ ȩȘƚ ʶǞȀȀ ųƚ ɯǕȩʶȘ
ȩȘ ƚŏżǕ �Úv żŏȀȀ ɾȩ ɾǕƚǞɟ ɯƚɟʲǞżƚࡏ ÷Ǖƚʿ ǃǞʲƚ ʿȩʕ ŏżżƚɯɯ ɾȩ ŏ ɾƚɯɾ
�Úv ɯȩ ʿȩʕ żŏȘ ɾɟʿ Ǟɾ ȩʕɾࡏ

ßʕƚɯɾǞȩȘࡇ áȩʕǃǕȀʿ Ǖȩʶ ȒŏȘʿ ɛʕƚɟǞƚɯ ɾȩ ɾǕƚ �Úvࡈ ȑࡈ ʶȩʕȀƇ ʿȩʕ
ȘƚƚƇ ɾȩ ǞȘƇƚɔƚȘƇƚȘɾȀʿ ʲƚɟǞǀʿ ɾǕƚ żȀŏǞȒ ɾǕŏɾ ɾǕƚɟƚ ŏɟƚ ∼ ߝ
ȒǞȀȀǞȩȘ ʕȘǞɛʕƚ ɔʕˌˌȀƚɯࡐ ߢߞ

0



͖͂ξχϑ ˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ;

_Ǟɟɯɾ ŏɾɾƚȒɔɾࡇ +ȩʕȘɾ Ǖȩʶ ȒŏȘʿ ʕȘǞɛʕƚ +�Ú÷+m�ɯ ʿȩʕ ɯƚƚࡈ ʕȘɾǞȀ
ʿȩʕ ˙ȘƇ ,ߝ ,ߜߜߜ ߜߜߜ ȩɟ żȀȩɯƚ ɾȩ Ǟɾࡏ 4ƚżȀŏɟƚ ɾǕŏɾ ʿȩʕ ŏɟƚ ɯŏɾǞɯ˙ƚƇࡏ

�ɯ ŏ ǀʕȘżɾǞȩȘ ȩǀ ȗࡈ ɟȩʕǃǕȀʿ Ǖȩʶ ȒŏȘʿ �Úv ɛʕƚɟǞƚɯ ȑ Ƈȩ ʿȩʕ
ȘƚƚƇࡐ

ߣߞ

queries m

t h 7 1,000, 0 0 0

m--och)



˨ ̙͖̥͂͂ξ̥;ϑ ˨θθξΎ˨̐͑

+Ȁƚʲƚɟ ŏȀɾƚɟȘŏɾǞʲƚࡇ +ȩʕȘɾ Ǖȩʶ ȒŏȘʿ ƇʕɔȀǞżŏɾƚ +�Ú÷+m�ɯ ʿȩʕ
ɯƚƚࡏ vǀ ʿȩʕ ɯƚƚ ɾǕƚ ɯŏȒƚ +�Ú÷+m� ȩȘ ɛʕƚɟʿ ǝ ŏȘƇ Ǳࡈ ɾǕŏɾ࢈ɯ ȩȘƚ
ƇʕɔȀǞżŏɾƚࡏ vǀ ʿȩʕ ɯƚƚ ɾǕƚ ɯŏȒƚ +�Ú÷+m� ȩȘ ɛʕƚɟǞƚɯ ǝࡈ Ǳࡈ ŏȘƇ ǹࡈ
ɾǕŏɾ࢈ɯ ɾǕɟƚƚ ƇʕɔȀǞżŏɾƚɯࡇ (ǝ, Ǳ)ࡈ (ǝ, ǹ)ࡈ (Ǳ, ǹ)ࡏ

vǀ ʿȩʕ ɯƚƚ ȒŏȘʿ ƇʕɔȀǞżŏɾƚɯࡈ ɾǕƚ ɯǞˌƚ ȩǀ ɾǕƚ Ƈŏɾŏ ųŏɯƚ ɔɟȩųŏųȀʿ
ǞɯȘ࢈ɾ ŏɯ ųǞǃ ŏɯ żȀŏǞȒƚƇࡏ

ߤߞ

4 . . . L m L i - - Cj

- - -

f



͂Ύξͻ˨ͱ͖В͖;͇ ϑ̥͑ θξΎ̊ͱ̥ͻ

ßʕƚɯɾǞȩȘࡇ mȩʶ ȒŏȘʿ ƇʕɔȀǞżŏɾƚɯ Ƈȩ ʶƚ ƚʾɔƚżɾ ɾȩ ɯƚƚࡐ

�ƚɾ 2ǝ,Ǳ = ߝ Ǟǀ ɛʕƚɟǞƚɯ ǝ, Ǳ ɟƚɾʕɟȘ ɾǕƚ ɯŏȒƚ +�Ú÷+mࡈ� ŏȘƇ ߜ
ȩɾǕƚɟʶǞɯƚࡏ

÷ǕǞɯ Ǟɯ żŏȀȀƚƇ ŏȘ ǞȘƇǞżŏɾȩɟ ɟŏȘƇȩȒ ʲŏɟǞŏųȀƚࡏ
2ǝ,Ǳ = [+�Ú÷+m� ǝ ƚɛʕŏȀɯ +�Ú÷+m� Ǳ]ࡏ

�ʕȒųƚɟ ȩǀ ƇʕɔȀǞżŏɾƚɯ 2 Ǟɯ ࡇ

2 =
∑

ǝ,Ǳ∈{ߝ,...,ȑ}

2ǝ,Ǳ.

ĦǕŏɾ Ǟɯ E[2]ࡐ

ߥߞ

→

. → E l . . . .m i ± j

=

=

O



͂Ύξͻ˨ͱ͖В͖;͇ ϑ̥͑ θξΎ̊ͱ̥ͻ

ßʕƚɯɾǞȩȘࡇ mȩʶ ȒŏȘʿ ƇʕɔȀǞżŏɾƚɯ Ƈȩ ʶƚ ƚʾɔƚżɾ ɾȩ ɯƚƚࡐ
_ȩɟȒŏȀȀ ʿࡈ ʶǕŏɾ Ǟɯ E[2]ࡐ

E[2] =

ȗ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ +�Ú÷+m�ë ǞȘ Ƈŏɾŏųŏɯƚࡈ ȑ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ ɾƚɯɾ ɛʕƚɟǞƚɯࡏ
2ǝ,Ǳ = ǞȘƇǞżŏɾȩɟ ǀȩɟ ƚʲƚȘɾ +�Ú÷+m� ǝ ŏȘƇ Ǳ żȩȀȀǞƇƚࡏ

ߜߟ

D = §,e t ,pin

# life,..-n D i j )
(Yu)= §ja,..m lEfDi;] =

E
i,jtl,..-M

I n
O

O-CE.''.;)



χΎͻ̥ ͑˨ξ̙ ;ϟͻ̥̊ξχ

ëʕɔɔȩɯƚ ʿȩʕ ɾŏǺƚ ȑ = ߜߜߜߝ ɛʕƚɟǞƚɯ ŏȘƇ ɯƚƚ ߜߝ ƇʕɔȀǞżŏɾƚɯࡏ
mȩʶ Ƈȩƚɯ ɾǕǞɯ żȩȒɔŏɟƚ ɾȩ ɾǕƚ ƚʾɔƚżɾŏɾǞȩȘ Ǟǀ ɾǕƚ Ƈŏɾŏųŏɯƚ
ŏżɾʕŏȀȀʿ Ǖŏɯ ȗ = ,ߝ ,ߜߜߜ ߜߜߜ ʕȘǞɛʕƚ +�Ú÷+m�ɯࡐ

E[2] = = .ߡߥߥߠ.

ëȩȒƚɾǕǞȘǃ ɯƚƚȒɯ ʶɟȩȘǃࡏࡏࡏ ɾǕǞɯ ɟŏȘƇȩȒ ʲŏɟǞŏųȀƚ 2 żŏȒƚ ʕɔ
ȒʕżǕ Ȁŏɟǃƚɟ ɾǕŏȘ Ǟɾ࢈ɯ ƚʾɔƚżɾŏɾǞȩȘࡏ

+ŏȘ ʶƚ ɯŏʿ ɯȩȒƚɾǕǞȘǃ ǀȩɟȒŏȀȀʿࡐ

ȗ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ +�Ú÷+m�ë ǞȘ Ƈŏɾŏųŏɯƚࡈ ȑ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ ɾƚɯɾ ɛʕƚɟǞƚɯࡏ ߝߟ

0M¥'' O



̐Ύ;̥̐;ϑξ˨ϑ͖Ύ; ͖;̥μϟ˨ͱ͖ϑІ

°Șƚ ȩǀ ɾǕƚ Ȓȩɯɾ ǞȒɔȩɟɾŏȘɾ ɾȩȩȀɯ ǞȘ ŏȘŏȀʿˌǞȘǃ ɟŏȘƇȩȒǞˌƚƇ
ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯࡏ ÷ƚȀȀ ʕɯ Ǖȩʶ ȀǞǺƚȀʿ Ǟɾ Ǟɯ ɾǕŏɾ ŏ ɟŏȘƇȩȒ ʲŏɟǞŏųȀƚ Ĥ
ƇƚʲǞŏɾƚɯ ŏ żƚɟɾŏǞȘ ŏȒȩʕȘɾ ǀɟȩȒ Ǟɾɯ ƚʾɔƚżɾŏɾǞȩȘ E[Ĥ]ࡏ

Ħƚ ʶǞȀȀ ȀƚŏɟȘ ɾǕɟƚƚ ǀʕȘƇŏȒƚȘɾŏȀ żȩȘżƚȘɾɟŏɾǞȩȘ ǞȘƚɛʕŏȀǞɾǞƚɯ
ɾǕŏɾ ɟƚɛʕǞɟƚ ǞȘżɟƚŏɯǞȘǃȀʿ ɯɾɟȩȘǃƚɟ ŏɯɯʕȒɔɾǞȩȘɯࡈ ųʕɾ ɔɟȩʲǞƇƚ
ǞȘżɟƚŏɯǞȘǃȀʿ ɾǞǃǕɾƚɟ ɟƚɯʕȀɾɯࡇ

ࡏߝ �ŏɟǺȩʲ࢈ɯ vȘƚɛʕŏȀǞɾʿࡏ
ࡏߞ +ǕƚųʿɯǕƚʲ࢈ɯ vȘƚɛʕŏȀǞɾ ʿࡏ
ࡏߟ mȩƚǀǀƇǞȘǃࡕ$ƚɟȘɯɾƚǞȘࡕ+ǕƚɟȘȩǀǀ ųȩʕȘƇɯࡏ

ߞߟ



ͻ˨ξͬΎϻ࢈χ ͖;̥μϟ˨ͱ͖ϑІ

÷ǕƚȩɟƚȒ ɯ࢈�ŏɟǺȩʲ࡫ vȘƚɛʕŏȀǞɾʿࡇ࡬ _ȩɟ ŏȘʿ ɟŏȘƇȩȒ ʲŏɟǞŏųȀƚ Ĥ
ʶǕǞżǕ ȩȘȀʿ ɾŏǺƚɯ ȘȩȘࡷȘƚǃŏɾǞʲƚ ʲŏȀʕƚɯ ŏȘʿ ɔȩɯǞɾǞʲƚ ɺࡈ

Úɟ[Ĥ ≥ ɺ] ≤ E[Ĥ]
ɺ .

CɛʕǞʲŏȀƚȘɾȀ ʿࡈ

Úɟ[Ĥ ≥ α · E[Ĥ]] ≤ ߝ
α
.

Úɟȩȩǀࡇ

ߟߟ

O
- t . - do#Ex]

#( x ) = I s prlx.es) a s
= { + P rI x . .s)-s t s} ,P r[x-s]-s

d O I I . + I r [ x .5 3 s t
= t o§ .+ P r( x .s ] = t oP rExzt]



˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ; ϑΎ ̐˨θϑ̐͑˨ θξΎ̊ͱ̥ͻ

ëʕɔɔȩɯƚ ʿȩʕ ɾŏǺƚ ȑ = ߜߜߜߝ ɛʕƚɟǞƚɯ ŏȘƇ ɯƚƚ ߜߝ ƇʕɔȀǞżŏɾƚɯࡏ
mȩʶ Ƈȩƚɯ ɾǕǞɯ żȩȒɔŏɟƚ ɾȩ ɾǕƚ ƚʾɔƚżɾŏɾǞȩȘ Ǟǀ ɾǕƚ Ƈŏɾŏųŏɯƚ
ŏżɾʕŏȀȀʿ Ǖŏɯ ȗ = ,ߝ ,ߜߜߜ ߜߜߜ ʕȘǞɛʕƚ +�Ú÷+m�ɯࡐ

E[2] = ȑ(ȑ− (ߝ
ȗߞ = .ߡߥߥߠ.

$ʿ �ŏɟǺȩʲ࢈ɯࡇ

Úɟ[2 ≥ [ߜߝ ≤ E[2]
ߜߝ < ߡߜ. Ǟǀ ȗ ŏżɾʕŏȀȀʿ ƚɛʕŏȀɯ ߝ ȒǞȀȀǞȩȘ.

Ħƚ żŏȘ ųƚ ɔɟƚɾɾʿ ɯʕɟƚ ʶƚ࢈ɟƚ ųƚǞȘǃ ɯżŏȒȒƚƇࡏࡏࡏ

ȗ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ +�Ú÷+m�ë ǞȘ Ƈŏɾŏųŏɯƚࡈ ȑ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ ɾƚɯɾ ɛʕƚɟǞƚɯࡏ

ߠߟ

O

⇒



͇̥;̥ξ˨ͱ ̊Ύϟ;̙

�ȀɾƚɟȘŏɾǞʲƚ ʲǞƚʶࡇ vǀ E[2] = ȑ(ȑ−ߝ)
ȗߞ ࡈ ɾǕƚȘ ŏ ȘŏɾʕɟŏȀ ƚɯɾǞȒŏɾȩɟ ǀȩɟ

ȗ Ǟɯࡇ

ȗ̃ =
ȑ(ȑ− (ߝ

2ߞ .

ĦǞɾǕ ŏ ȀǞɾɾȀƚ Ȓȩɟƚ ʶȩɟǺ Ǟɾ Ǟɯ ɔȩɯɯǞųȀƚ ɾȩ ɯǕȩʶ ɾǕƚ ǀȩȀȀȩʶǞȘǃࡇ

+ȀŏǞȒࡇ vǀ ȑ = Ω(
√
ȗ/ε) ɛʕƚɟǞƚɯࡈ ɾǕƚȘ ʶǞɾǕ ɔɟȩųŏųǞȀǞɾʿ ࡈߜߝ/ߥ

−ߝ) ε)ȗ ≤ ȗ̃ ≤ +ߝ) ε)ȗࡏ ÷ǕǞɯ Ǟɯ ŏ ɾʶȩࡷɯǞƇƚƇ ȒʕȀɾǞɔȀǞżŏɾǞʲƚ ƚɟɟȩɟ
ǃʕŏɟŏȘɾƚƚࡏ

÷ǕǞɯ Ǟɯ ŏ Ȁȩɾ ųƚɾɾƚɟ ɾǕŏȘ ȩʕɟ ȩɟǞǃǞȘŏȀ ȒƚɾǕȩƇ ɾǕŏɾ ɟƚɛʕǞɟƚƇ
ª(ȗ) ɛʕƚɟǞƚɯࡋ

ȗ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ +�Ú÷+m�ë ǞȘ Ƈŏɾŏųŏɯƚࡈ ȑ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ ɾƚɯɾ ɛʕƚɟǞƚɯࡏ

ߡߟ

=

G n--M¥133
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ϑ͖͑χ θξΎ̊ͱ̥ͻ ͖; ϑ̥͑ Ͼ͖ͱ̙

_ʕȘ ǀŏżɾɯࡇ

ࡄ �ȘȩʶȘ ŏɯ ɾǕƚ ࢆɟƚżŏɔɾʕɟƚࡷŏȘƇࡷȒŏɟǺࢅ ȒƚɾǕȩƇ ǞȘ ƚżȩȀȩǃ ʿࡏ
ࡄ +ŏȘ ŏȀɯȩ ųƚ ʕɯƚƇ ųʿ ʶƚųżɟŏʶȀƚɟɯ ɾȩ ƚɯɾǞȒŏɾƚ ɾǕƚ ɯǞˌƚ ȩǀ
ɾǕƚ ǞȘɾƚɟȘƚɾࡈ ŏ ɯȩżǞŏȀ ȘƚɾʶȩɟǺࡈ ƚɾżࡏ

÷ǕǞɯ Ǟɯ ŏȀɯȩ żȀȩɯƚȀʿ ɟƚȀŏɾƚƇ ɾȩ ɾǕƚ ųǞɟɾǕƇŏʿ ɔŏɟŏƇȩʾࡏ

ߢߟ



͖͂ξχϑ χ̥ϑ Ύ͂ ϑΎΎͱχ

�ǞȘƚŏɟǞɾʿ ȩǀ CʾɔƚżɾŏɾǞȩȘ ࣹ �ŏɟǺȩʲ࢈ɯ vȘƚɛʕŏȀǞɾʿ

ÚɟǞȒǞɾǞʲƚ ųʕɾ ɔȩʶƚɟǀʕȀ ɾȩȩȀǺǞɾࡈ ʶǕǞżǕ żŏȘ ųƚ ŏɔɔȀǞƚƇ ɾȩ ŏ ʶǞƇƚ
ʲŏɟǞƚɾʿ ȩǀ ŏɔɔȀǞżŏɾǞȩȘɯࡋ

ߣߟ



˨ͱ͇Ύξ͖ϑ͑ͻ͖̐ ˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ;

bȩŏȀࡇ ĦŏȘɾ ɾȩ ɯɾȩɟƚ ȗ Ǻƚ࡫ ʿࡈʲŏȀʕƚ࡬ ɔŏǞɟɯ ǞȘ ŏ Ƈŏɾŏ ɯɾɟʕżɾʕɟƚࡈ ʶǕƚɟƚ Ǻƚʿɯ
ŏɟƚ ǀɟȩȒ ŏ ˙ȘǞɾƚ ųʿ ȒŏɯɯǞʲƚ ʕȘǞʲƚɟɯƚ U ࡏ ĦŏȘɾ ɾȩ ɯʕɔɔȩɟɾ ǞȘ ª(ߝ) ɾǞȒƚ
ɾǕƚ ȩɔƚɟŏɾǞȩȘɯࡇ

ࡄ °Éã�ßêϬ¿�āϔú�Âï�ϭ
ࡄ ��Â�ê�Ϭ¿�āϭ
ࡄ Þï�ßāϬ¿�āϭ

ࡏ �ɔɔȀǞżŏɾǞȩȘɯࡇ

ࡄ Ćá4ࡕ��ë ɟƚɯȩȀʕɾǞȩȘࡇ Ǻƚʿ Ǟɯ ŏ ʶƚųɯǞɾƚ ʕɟȀ ࡏǃࡏƚ࡫ ʶʶʶࡏȘʿʕࡏƚƇʕ࡬
ŏȘƇ ʲŏȀʕƚ Ǟɯ ŏȘ vÚ ŏƇƇɟƚɯɯࡏ

ࡄ �ȩࡷëß� 4ŏɾŏɯɾȩɟƚɯࡇ ŏɟųǞɾɟŏɟʿ Ǻƚʿɯ ŏȘƇ ʲŏȀʕƚɯࡏ �ȒŏˌȩȘ
4ʿȘŏȒȩ4$ࡈ �ȩȘǃȩ4$ࡈ +ŏɯɯŏȘƇɟŏࡏ

ߤߟ

m



̐ͱ˨χχ͖̐ χΎͱϟϑ͖Ύ;

mŏɯǕ ɾŏųȀƚࡏ $ʕǞȀƇ ŏ ɾŏųȀƚ ʶǞɾǕ ȗ ɯȀȩɾɯࡈ ŏȘƇ żȩȘɯɾɟʕżɾ ŏ ǕŏɯǕ ǀʕȘżɾǞȩȘ
ǔ : U → ,ߝ} . . . ,ȗ}ࡏ

CʾŏȒɔȀƚ ŏɔɔȀǞżŏɾǞȩȘࡇ ŏ ʶƚųɯǞɾƚ ʶŏȘɾɯ ɾȩ ɾɟŏżǺ Ǖȩʶ ɔŏǃƚɯ ƚŏżǕ
ʕȘǞɛʕƚ ʲǞɯǞɾȩɟ ɟƚɔɟƚɯƚȘɾƚƇ࡫ ųʿ ŏ ߤߞߝ ųǞɾ vÚ ŏƇƇɟƚɯɯ࡬ ʲǞɯǞɾɯ ȩʲƚɟ ɾǕƚ
żȩʕɟɯƚ ȩǀ ŏ Ƈŏ ʿࡏ

÷ȩƇŏʿࡇ �ƚɾ࢈ɯ ȩȘȀʿ ʶȩɟɟʿ ŏųȩʕɾ ɛʕƚɟʿ ɾǞȒƚࡈ Șȩɾ ǞȘɯƚɟɾɯ ŏȘƇ ƇƚȀƚɾƚɯࡏࡏ
ߥߟ

O @ query(141.149...)
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͑˨χ͑ ϑ˨̊ͱ̥

÷ʿɔǞżŏȀȀʿ |U| ) ȗࡈ ɯȩ ɾʶȩ Ǻƚʿɯ żȩʕȀƇ ǕŏɯǕ ɾȩ ɾǕƚ ɯŏȒƚ ɾŏųȀƚ ɯȀȩɾࡏ

ĦǕƚȘ ɾǕǞɯ ǕŏɔɔƚȘɯ Ǟɾ࢈ɯ żŏȀȀƚƇ ŏ ǕŏɯǕ żȩȀȀǞɯǞȩȘࡏ $ȩɾǕ ɔǞƚżƚɯ ȩǀ Ƈŏɾŏ
ȘƚƚƇ ɾȩ ųƚ ɯɾȩɟƚƇ ŏɾ ɾǕƚ ɯŏȒƚ ɾŏųȀƚ ɯȀȩɾࡈ ƚࡏǃࡏ ǞȘ ŏ ȀǞȘǺƚƇ ȀǞɯɾࡏ

Ħȩɟɯƚ żŏɯƚ ɛʕƚɟʿ ɾǞȒƚ ࣌ Ȓŏʾ ȘʕȒųƚɟ ȩǀ żȩȀȀǞɯǞȩȘɯ ǞȘ ŏ ɯǞȘǃȀƚ ɟȩʶࡏ

ßʕƚɯɾǞȩȘࡇ mȩʶ żŏȘ ʶƚ ųȩʕȘƇ ɾǕǞɯࡐ

ߜߠ

↳
01288....1 9 0 :3
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O O



͑˨χ͑ ˨;˨ͱІχ͖χ

vǀ ʶƚ ǞȘɯƚɟɾ ȑ Ǻƚʿɯࡈ ǞȘ ɾǕƚ ʶȩɟɯɾ żŏɯƚࡈ ŏȀȀ żȩʕȀƇ ǕŏɯǕ ɾȩ ɾǕƚ
ɯŏȒƚ ųʕżǺƚɾࡈ ʶǕǞżǕ ʶȩʕȀƇ ʿǞƚȀƇ ª(ȑ) ʶȩɟɯɾ żŏɯƚ ɛʕƚɟʿ ɾǞȒƚࡏ
Ħƚ ʶŏȘɾ ª(ߝ)ࡏ ÷ȩ ŏʲȩǞƇ ɾǕǞɯ ʶƚ ƚǞɾǕƚɟ ȘƚƚƇ ɾȩ ŏɯɯʕȒƚࡇ

ࡄ �ƚʿɯ ŏɟƚ ɟŏȘƇȩȒࡏ ÷ǕǞɯ Ǟɯ ǕŏɟƇ ɾȩ ǃʕŏɟŏȘɾƚƚ ǞȘ ȒŏȘʿ
ŏɔɔȀǞżŏɾǞȩȘɯࡏ

ࡄ ÷Ǖƚ ǕŏɯǕ ǀʕȘżɾǞȩȘ Ǟɯ ɟŏȘƇȩȒࡏ ÷ǕǞɯ Ǟɯ ɯȩȒƚɾǕǞȘǃ ʶƚ żŏȘ
żȩȘɾɟȩȀࡋ

ߝߠ



ξ˨;̙Ύͻ ͑˨χ͑ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;

�ƚɾ ǔ ųƚ ŏ ɟŏȘƇȩȒ ǀʕȘżɾǞȩȘ ǀɟȩȒ |U| → ,ߝ} . . . ,ȗ}ࡏ ÷ǕǞɯ ȒƚŏȘɯ
ɾǕŏɾ ǔ Ǟɯ żǕȩɯƚȘ ʕɯǞȘǃ ŏ ɯƚƚƇ ȩǀ ɟŏȘƇȩȒ ȘʕȒųƚɟɯࡈ ųʕɾ ɾǕƚȘ
ɾǕƚ ǀʕȘżɾǞȩȘ Ǟɯ ˙ʾƚƇࡏ bǞʲƚȘ ǞȘɔʕɾ ʺ ∈ U ࡈ Ǟɾ ŏȀʶŏʿɯ ɟƚɾʕɟȘɯ ɾǕƚ
ɯŏȒƚ ȩʕɾɔʕɾࡈ ǔ(ʺ)ࡏ

4ƚ˙ȘǞɾǞȩȘࡇ ĆȘǞǀȩɟȒȀʿ áŏȘƇȩȒ mŏɯǕ _ʕȘżɾǞȩȘࡏ � ɟŏȘƇȩȒ
ǀʕȘżɾǞȩȘ ǔ : U → ȗ Ǟɯ żŏȀȀƚƇ ʕȘǞǀȩɟȒȀʿ ɟŏȘƇȩȒ Ǟǀࡇ

ࡄ Úɟ[ǔ(ʺ) = ǝ] = ߝ
ȗ ǀȩɟ ŏȀȀ ʺ ∈ U ࡈ ǝ ∈ ,ߝ} . . . ,ȗ}ࡏ

ࡄ ǔ(ʺ) ŏȘƇ ǔ(ʻ) ŏɟƚ ǞȘƇƚɔƚȘƇƚȘɾ ɟࡏʲࡏ࢈ ɯ ǀȩɟ ŏȀȀ ʺ, ʻ ∈ U ࡏ
ࡄ ĦǕǞżǕ ǞȒɔȀǞƚɯ ɾǕŏɾ Úɟ[ǔ(ʺ) = ǔ(ʻ)] =

U = ʕȘǞʲƚɟɯƚ ȩǀ ɔȩɯɯǞųȀƚ Ǻƚʿɯࡈ ȗ = ɯǞˌƚ ȩǀ ǕŏɯǕ ɾŏųȀƚࡏ ߞߠ

O

= o__⇒



ξ˨;̙Ύͻ ͑˨χ͑ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;

+ŏʲƚŏɾࡇ vɾ Ǟɯ Șȩɾ ɔȩɯɯǞųȀƚ ɾȩ ƚǀ˙żǞƚȘɾȀʿ ǞȒɔȀƚȒƚȘɾ ʕȘǞǀȩɟȒ
ɟŏȘƇȩȒ ǕŏɯǕ ǀʕȘżɾǞȩȘɯࡋ $ʕɾࡇ

ࡄ vȘ ɔɟŏżɾǞżƚ ɟŏȘƇȩȒࢅ ȀȩȩǺǞȘǃࢆ ǀʕȘżɾǞȩȘɯ ȀǞǺƚ ࡈߡ�4 ëmࡈߢߡߞ�
ƚɾżࡏ ȩǀɾƚȘ ɯʕǀ˙żƚࡏ

ࡄ vǀ ʶƚ Ǖŏʲƚ ɾǞȒƚࡈ ʶƚ ʶǞȀȀ ƇǞɯżʕɯɯ ʶƚŏǺƚɟ ǕŏɯǕ ǀʕȘżɾǞȩȘɯ ǞȘ࡫
ɔŏɟɾǞżʕȀŏɟࡈ ʕȘǞʲƚɟɯŏȀࡷߞ ǀʕȘżɾǞȩȘɯ࡬ ʶǕǞżǕ ɯʕǀ˙żƚ ǀȩɟ ȩʕɟ
ŏɔɔȀǞżŏɾǞȩȘࡈ ŏȘƇ ŏɟƚ ƚǀ˙żǞƚȘɾ ɾȩ ǞȒɔȀƚȒƚȘɾࡏ

_ȩɟ Șȩʶࡈ ŏɯɯʕȒƚ ʶƚ Ǖŏʲƚ ŏżżƚɯɯ ɾȩ ŏ ʕȘǞǀȩɟȒȀʿ ɟŏȘƇȩȒ ǕŏɯǕ
ǀʕȘżɾǞȩȘࡏ ÷ǕǞɯ Ǟɯ ŏȘ ŏɯɯʕȒɔɾǞȩȘ ʶƚ ʶǞȀȀ ʕɯƚ ǞȘ ǀʕɾʕɟƚ Ȁƚżɾʕɟƚɯ
ŏɯ ʶƚȀȀࡏ

ߟߠ



̥χϑ͖ͻ˨ϑ͖;͇ ;ϟͻ̥̊ξ Ύ͂ ͑˨χ͑ ̐Ύͱͱ͖χ͖Ύ;χ

�ƚɾ * ųƚ ɾǕƚ ɾȩɾŏȀ ȘʕȒųƚɟ ȩǀ żȩȀȀǞɯǞȩȘɯ ǞȘ ɾǕƚ ǕŏɯǕɾŏųȀƚࡏ

ĦǕŏɾ Ǟɯ ƚʾɔƚżɾƚƇ ʲŏȀʕƚ ȩǀ ࡐ*

ȑ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ ǞɾƚȒɯ ǞȘɯƚɟɾƚƇࡈ ȗ = ɯǞˌƚ ȩǀ ǕŏɯǕ ɾŏųȀƚࡏ
ߠߠ

=

X i , . . . . , Xm

< : ifs,...,EthK i ) :h Ix;D



̥χϑ͖ͻ˨ϑ͖;͇ ;ϟͻ̥̊ξ Ύ͂ ͑˨χ͑ ̐Ύͱͱ͖χ͖Ύ;χ

ĦɟǞɾƚ ƇȩʶȘ ǀȩɟȒŏȀ ƚʾɔɟƚɯɯǞȩȘ ǀȩɟ ࡇ*

CʲŏȀʕŏɾƚ ƚʾɔƚżɾŏɾǞȩȘࡇ

ȑ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ ǞɾƚȒɯ ǞȘɯƚɟɾƚƇࡈ ȗ = ɯǞˌƚ ȩǀ ǕŏɯǕ ɾŏųȀƚࡈ ǔ =

ʕȘǞǀȩɟȒȀʿ ɟŏȘƇȩȒ ǕŏɯǕ ǀʕȘżɾǞȩȘࡏ
ߡߠ

< = i§e,,,,,,m1fh4i):hk;)]

E h ] = s
i , ;
es....us#f1fhCxi)=h.cx,)))

: §;e t , . . . , - Yu = 0 ¥ " o f



̐Ύͱͱ͖χ͖Ύ; ͂ξ̥̥ ͑˨χ͑ ϑ˨̊ͱ̥

mȩʶ Ȁŏɟǃƚ Ƈȩƚɯ ȗ ȘƚƚƇ ɾȩ ųƚ ɯȩ ɾǕŏɾ ʶǞɾǕ ɔɟȩųŏųǞȀǞɾʿ ࡈߜߝ/ߥ
ɾǕƚɟƚ ŏɟƚ Șȩ żȩȀȀǞɯǞȩȘɯ ŏɾ ŏȀȀࡐ

E[*] = ȑ(ȑ− (ߝ
ȗߞ =

ߝ
ߜߝ

Ǟǀ ȗ > ȑࡏߡ/ߞ

$ʿ �ŏɟǺȩʲ࢈ɯ ǞȘƚɛʕŏȀǞɾ ʿࡈ

Úɟ[* ≥ [ߝ ≤ ߝ
ߜߝ ,

ɯȩ * = ߜ ʶǞɾǕ ɔɟȩųŏųǞȀǞɾʿ ࡏߜߝ/ߥ

+ȩȀȀǞɯǞȩȘ ǀɟƚƚ ࡵ Ǟࡏƚࡏ ª(ߝ) ȀȩȩǺʕɔ ɾǞȒƚ ࡵ ʶǞɾǕ ª(ȑߞ) ɯɔŏżƚࡋ

ȑ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ ǞɾƚȒɯ ǞȘɯƚɟɾƚƇࡈ ȗ = ɯǞˌƚ ȩǀ ǕŏɯǕ ɾŏųȀƚࡏ ߢߠ

+50, = G O
F-Eo s : S MED=s
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;Ύϑ̥ Ύ; χϟ̥̐̐χχ θξΎ̊˨͖̊ͱ͖ϑІ

÷Ǖƚ ɔɟƚʲǞȩʕɯ ųȩʕȘƇ ǕȩȀƇɯ ʶǞɾǕ ǕǞǃǕ żȩȘɯɾŏȘɾ ɔɟȩųŏųǞȀǞɾʿ
ࡏ࡬ߜߝ/ߥ࡫ ĦǕŏɾ Ǟǀ ʶƚ ʶŏȘɾƚƇ ǕǞǃǕƚɟ ɔɟȩųŏųǞȀǞɾʿࡐ �ʕɯɾ ɾɟʿ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ
ɟŏȘƇȩȒ ǕŏɯǕ ǀʕȘżɾǞȩȘ ǔߝ, . . . ,ǔɗࡏ ÚɟȩųŏųǞȀǞɾʿ ʶƚ ˙ȘƇ ŏ żȩȀȀǞɯǞȩȘ
ǀɟƚƚ ǕŏɯǕ ŏǀɾƚɟ ɗ ɾɟǞƚɯ Ǟɯࡇ

ߜߝ/ߥ ߜߜߝ/ߥߥ ߜߜߝ/ߥߥߥ . . .

ߣߠ

0 0 0 I-(Ko)8

n . .O l u f



ϑϾΎࡷͱ̥ϻ̥ͱ ͑˨χ͖͑;͇

ª(ȑߞ) Ǟɯ ŏ Ȁȩɾ ȩǀ ɯɔŏżƚ ɾȩ ɯɾȩɟƚ ȑ ǞɾƚȒɯࡏ +ŏȘ ʶƚ ŏżǕǞƚʲƚ ª(ȑ)

ɯɔŏżƚࡈ ʶǕǞȀƚ ȒŏǞȘɾŏǞȘǞȘǃ ª(ߝ) ʶȩɟɯɾࡷżŏɯƚ ȀȩȩǺʕɔɯࡐ

�ƚʿ ǞƇƚŏࡇ ÷ʶȩࡷȀƚʲƚȀɯ ȩǀ ǕŏɯǕ ɾŏųȀƚɯࡏ

+Ǖȩȩɯƚ ȀƚʲƚȀ ɾʶȩ ɾŏųȀƚɯ îߝ, . . . , îȗ ɾȩ ųƚ żȩȀȀǞɯǞȩȘࡷǀɟƚƚࡈ ʶǕǞżǕ
ƚȘɯʕɟƚɯ ª(ߝ) ɾǞȒƚ ȀȩȩǺʕɔɯࡏ

ߤߠ

O

o . O
s >= /

G u : 3

-



ϑϾΎࡷͱ̥ϻ̥ͱ ͑˨χ͖͑;͇

�ƚɾ࢈ɯ żǕȩȩɯƚ ȗ = ȑ ǀȩɟ ɾǕƚ �ƚʲƚȀ ߝ ǕŏɯǕ ɾŏųȀƚࡏ mȩʶ ȒʕżǕ
ɯɔŏżƚ Ǟɯ ȘƚƚƇƚƇ ǀȩɟ żȩȀȀǞɯǞȩȘࡷǀɟƚƚ �ƚʲƚȀ ߞ ɾŏųȀƚɯࡐ

�ƚɾ ɫߝ, . . . , ɫȗ ųƚ ɾǕƚ ȘʕȒųƚɟ ȩǀ ƚȀƚȒƚȘɾɯ ǞȘ ɟȩʶɯ ,ߝ . . . ,ȗ ȩǀ ɾǕƚ
�ƚʲƚȀ ߝ ÷ŏųȀƚࡏ

÷ȩɾŏȀ ɯɔŏżƚ ȩǀ �ƚʲƚȀ ߞ ÷ŏųȀƚɯ Ǟɯࡇ

ª(ɫߝߞ) + ª(ɫߞߞ) + . . .+ ª(ɫߞȗ) = ª(ã),

ʶǕƚɟƚ ã =
∑ȗ

ǝ=ߝ ɫߞǝ ࡏ

ȑ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ ǞɾƚȒɯ ǞȘɯƚɟɾƚƇࡈ ȗ = ɯǞˌƚ ȩǀ ȀƚʲƚȀ ߝ ɾŏųȀƚࡈ * =

ȘʕȒųƚɟ ȩǀ żȩȀȀǞɯǞȩȘɯ ǞȘ ȀƚʲƚȀ ߝ ɾŏųȀƚࡏ

ߥߠ

-

- -

0 6 i n )

O
=



ϑϾΎࡷͱ̥ϻ̥ͱ ͑˨χ͖͑;͇

ĦǕŏɾ Ǟɯ ɾǕƚ ƚʾɔƚżɾƚƇ ɯɔŏżƚ E[ã]ࡐ

+ȀŏǞȒࡇ ã = ࡏȑ+*ߞ

ȑ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ ǞɾƚȒɯ ǞȘɯƚɟɾƚƇࡈ ȗ = ɯǞˌƚ ȩǀ ȀƚʲƚȀ ߝ ɾŏųȀƚ ȗ࡫ = ȑࡈ࡬
* = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ żȩȀȀǞɯǞȩȘɯ ǞȘ ȀƚʲƚȀ ߝ ɾŏųȀƚࡏ ɫǝ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ Ǻƚʿɯ ǞȘ
ɟȩʶ ǝ ȩǀ ȀƚʲƚȀ ߝ ɾŏųȀƚࡏ ã =

∑ȗ
ǝ=ߝ ɫߞǝ ࡏ ߜߡ

0 Life,..m#lhlxit.mx;D

g

# " " """ " ' ""
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ϑϾΎࡷͱ̥ϻ̥ͱ ͑˨χ͖͑;͇

áƚɯʕȀɾࡇ E[ã] = [*]Eߞ +ȑ =

_ǞȘŏȀ ɟƚɯʕȀɾࡇ ª(ߝ) ʶȩɟɯɾࡷżŏɯƚ ǕŏɯǕɾŏųȀƚ ȀȩȩǺɯࡷʕɔɯ ʕɯǞȘǃ ǲʕɯɾ
ª(ȑ) ɯɔŏżƚࡋ

ȑ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ ǞɾƚȒɯ ǞȘɯƚɟɾƚƇࡈ ȗ = ɯǞˌƚ ȩǀ ȀƚʲƚȀ ߝ ɾŏųȀƚ ȗ࡫ = ȑࡈ࡬
* = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ żȩȀȀǞɯǞȩȘɯ ǞȘ ȀƚʲƚȀ ߝ ɾŏųȀƚࡏ ɫǝ = ȘʕȒųƚɟ ȩǀ Ǻƚʿɯ ǞȘ
ɟȩʶ ǝ ȩǀ ȀƚʲƚȀ ߝ ɾŏųȀƚࡏ ã =

∑ȗ
ǝ=ߝ ɫߞǝ ࡏ ߝߡ

- O( m ) .
I

Ean-h
= o ( m )I n

h i m



;Ύϑ̥ Ύ; ξ˨;̙Ύͻ ͑˨χ͑ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;χ

+ŏȘ ʶƚ ʶƚŏǺƚȘ ȩʕɟ ŏɯɯʕȒɔɾǞȩȘ ɾǕŏɾ ǔ Ǟɯ ʕȘǞǀȩɟȒȀʿ ɟŏȘƇȩȒࡐ
4ƚ˙ȘǞɾǞȩȘ ʕȘǞʲƚɟɯŏȀࡷߞ࡫ ǕŏɯǕ ǀʕȘżɾǞȩȘ࡬
� ɟŏȘƇȩȒ ǕŏɯǕ ǀʕȘżɾǞȩȘ ǔ : U → ,ߝ} . . . ,ȗ} Ǟɯ ʕȘǞʲƚɟɯŏȀࡷߞ Ǟǀࡈ
ǀȩɟ ŏȘʿ ˙ʾƚƇ ʺ, ʻ ∈ U ࡈ

Úɟ[ǔ(ʺ) = ǔ(ʻ)] ≤ ߝ
ȗ .

+ȀŏǞȒࡇ � ʕȘǞǀȩɟȒȀʿ ɟŏȘƇȩȒ ǕŏɯǕࡷǀʕȘżɾǞȩȘ Ǟɯ ɾʶȩ ʕȘǞʲƚɟɯŏȀࡏ

Cǀ˙żǞƚȘɾ ŏȀɾƚɟȘŏɾǞʲƚࡇ �ƚɾ ɑ ųƚ ŏ ɔɟǞȒƚ ȘʕȒųƚɟ ųƚɾʶƚƚȘ |U|
ŏȘƇ ࡏ|U|ߞ �ƚɾ ŏ,ų ųƚ ɟŏȘƇȩȒ ȘʕȒųƚɟɯ ǞȘ ,ߜ . . . ,ɑࡈ ŏ += ࡏߜ

ǔ(ʺ) = [ŏ · ʺ+ ų (ȒȩƇ ɑ)] (ȒȩƇ ȗ)

Ǟɯ ࡏʕȘǞʲƚɟɯŏȀࡷߞ �ƚżɾʕɟƚ Șȩɾƚɯ ʶǞɾǕ ɔɟȩȩǀ ɔȩɯɾƚƇ ȩȘ ʶƚųɯǞɾƚࡏ
ߞߡ

=
P r[ hCx) :Ky ) )= ' h i

- O
- o - o - =



;Ύϑ̥ Ύ; ξ˨;̙Ύͻ ͑˨χ͑ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;χ

�ȘȩɾǕƚɟ Ƈƚ˙ȘǞɾǞȩȘ ʿȩʕ ȒǞǃǕɾ żȩȒƚ ŏżɟȩɯɯࡇ

4ƚ˙ȘǞɾǞȩȘ ÚŏǞɟʶǞɯƚ࡫ ǞȘƇƚɔƚȘƇƚȘɾ ǕŏɯǕ ǀʕȘżɾǞȩȘ࡬
� ɟŏȘƇȩȒ ǕŏɯǕ ǀʕȘżɾǞȩȘ ǔ : U → ,ߝ} . . . ,ȗ} Ǟɯ ɔŏǞɟʶǞɯƚ
ǞȘƇƚɔƚȘƇƚȘɾ Ǟǀࡈ ǀȩɟ ŏȘʿ ˙ʾƚƇ ʺ, ʻ ∈ U , ǝ, Ǳ ∈ ߝ} . . . ,ȗ}ࡈ

Úɟ[ǔ(ʺ) = ǝ ∩ ǔ(ʻ) = Ǳ] = ߝ
ȗߞ .

+ŏȘ ʶƚ ȘŏɾʕɟŏȀȀʿ ƚʾɾƚȘƇƚƇ ɾȩ ǹࡷʶǞɯƚ ǞȘƇƚɔƚȘƇƚȘżƚ ǀȩɟ ǹ > ࡈߞ
ʶǕǞżǕ Ǟɯ ɯɾɟǞżɾȀʿ ɯɾɟȩȘǃƚɟࡈ ŏȘƇ ȘƚƚƇƚƇ ǀȩɟ ɯȩȒƚ ŏɔɔȀǞżŏɾǞȩȘɯࡏ

ߟߡ

=
Prs!"':{fifth( x ) . i n h b ) = i ) - - h ' t r

= ' s



̙͖χϑξ͖̊ϟϑ͖;͇ ϾΎξͬ ͱΎ˨̙χ

�ȘȩɾǕƚɟ ŏɔɔȀǞżŏɾǞȩȘ ȩǀ ǕŏɯǕǞȘǃࡇ

ëʕɔɔȩɯƚ bȩȩǃȀƚ ŏȘɯʶƚɟɯ Ȓŏɔ ɯƚŏɟżǕ ɛʕƚɟǞƚɯ ʕɯǞȘǃ ŏȘ ŏɟȒʿ ȩǀ
ɯƚɟʲƚɟɯ ,ߝ� . . . ,�ɗࡏ bǞʲƚȘ ŏ ɛʕƚɟʿ ȀǞǺƚ Șƚʶࢅ ʿȩɟǺ ɾȩ ɟǕȩƇƚ
ǞɯȀŏȘƇࡈࢆ żȩȒȒȩȘ ɔɟŏżɾǞżƚ Ǟɯ ɾȩ żǕȩȩɯƚ ŏ ɟŏȘƇȩȒ ǕŏɯǕ ǀʕȘżɾǞȩȘ
ǔ→ ߝ} . . . ,ɗ} ŏȘƇ ɾȩ ɟȩʕɾƚ ɾǕǞɯ ɛʕƚɟʿ ɾȩ ɯƚɟʲƚɟࡇ

�ǔ(ࢅȘƚʶ ʿȩɟǺ ɾȩ ɟǕȩƇƚ ǞɯȀŏȘƇ࢈)

ĦǕʿ ʕɯƚ ŏ ǕŏɯǕ ǀʕȘżɾǞȩȘ ǞȘɯɾƚŏƇ ȩǀ ǲʕɯɾ ɯƚȘƇǞȘǃ ɾǕƚ ɛʕƚɟʿ ɾȩ
ŏ ʕȘǞǀȩɟȒȀʿ ɟŏȘƇȩȒ ɯƚɟʲƚɟࡐ

ߠߡ



̙͖χϑξ͖̊ϟϑ͖;͇ ϾΎξͬ ͱΎ˨̙χ

°ȘȀǞȘƚ Ȁƚżɾʕɟƚࡇ Ħƚ ʶǞȀȀ ɯƚƚ Ǖȩʶ ɾǕƚ �ŏɟǺȩʲ ųȩʕȘƇ ǀŏǞȀɯ ʕɯ ǞȘ
ŏȘŏȀʿˌǞȘǃ ɾǕǞɯ ŏɔɔȀǞżŏɾǞȩȘ ȩǀ ǕŏɯǕǞȘǃࡈ ʶǕǞżǕ ʶǞȀȀ ȒȩɾǞʲŏɾƚ ŏ
Șƚʶ ɾȩȩȀࡇ ɾǕƚ +ǕƚųʿɯǕƚʲ ǞȘƚɛʕŏȀǞɾ ʿࡏ

ߡߡ


