
+ëࡷbĮ ߟߞߞߥ ࡇ4 �ƚżɾʕɟƚ ߞߝ
_ŏɯɾ �ȩǕȘɯȩȘࡷ�ǞȘƇƚȘɯɾɟŏʕɯɯ ÷ɟŏȘɯǀȩɟȒࡈ ëɾŏɟɾ
ȩȘ ëɔŏɟɯƚ áƚżȩʲƚɟʿ ŏȘƇ +ȩȒɔɟƚɯɯƚƇ ëƚȘɯǞȘǃ

�ĮĆ ÷ŏȘƇȩȘ ëżǕȩȩȀ ȩǀ CȘǃǞȘƚƚɟǞȘǃࡈ Úɟȩǀࡏ +ǕɟǞɯɾȩɔǕƚɟ �ʕɯżȩ

ߝ



ξ˨;̙Ύͻ͖В̥̙ ;ϟͻ̥ξ͖̐˨ͱ ͱ͖;̥˨ξ ˨ͱ͇̥̊ξ˨

�ŏǞȘ ǞƇƚŏࡇ vǀ ʿȩʕ ʶŏȘɾ ɾȩ żȩȒɔʕɾƚ ɯǞȘǃʕȀŏɟ ʲƚżɾȩɟɯ ȩɟ
ƚǞǃƚȘʲƚżɾȩɟɯࡈ ȒʕȀɾǞɔȀʿ ɾʶȩ ȒŏɾɟǞżƚɯࡈ ɯȩȀʲƚ ŏ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ
ɔɟȩųȀƚȒࡈ ƚɾżࡇࡏ

ࡏߝ +ȩȒɔɟƚɯɯ ʿȩʕɟ ȒŏɾɟǞżƚɯ ʕɯǞȘǃ ŏ ɟŏȘƇȩȒǞˌƚƇ ȒƚɾǕȩƇࡏ
ࡏߞ ëȩȀʲƚ ɾǕƚ ɔɟȩųȀƚȒ ȩȘ ɾǕƚ ɯȒŏȀȀƚɟ ȩɟ ɯɔŏɟɯƚɟ ȒŏɾɟǞʾࡏ

ࡄ  żŏȀȀƚƇ ŏ ࢆɯǺƚɾżǕࢅ ȩɟ ࢆżȩɟƚɯƚɾࢅ ǀȩɟ ࡏ�

ߞ



χ̥ͬϑ̥̙̐͑ ξ̥͇ξ̥χχ͖Ύ;

áŏȘƇȩȒǞˌƚƇ ŏɔɔɟȩʾǞȒŏɾƚ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ʕɯǞȘǃ ŏ
�ȩǕȘɯȩȘࡷ�ǞȘƇƚȘɯɾɟŏʕɯɯ �ŏɾɟǞʾࡇ

vȘɔʕɾࡇ � ∈ Rȗ×Ɔࡈ ų ∈ Rȗࡏ

�ȀǃȩɟǞɾǕȒࡇ �ƚɾ ˜ʾ∗ = ŏɟǃȒǞȘʾ ‖Π�ʾ−Πų‖ࡏߞߞ

bȩŏȀࡇ ĦŏȘɾ ‖�˜ʾ∗ − ų‖ߞߞ ≤ +ߝ) ε)ȒǞȘʾ ‖�ʾ− ų‖ߞߞ

ߟ

n

&

u m÷



ϑ˨ξ͇̥ϑ ξ̥χϟͱϑ

÷ǕƚȩɟƚȒ áŏȘƇȩȒǞˌƚƇ࡫ �ǞȘƚŏɟ áƚǃɟƚɯɯǞȩȘ࡬
�ƙɺ Π ųƙ ŏ ɑɛȧɑƙɛǿʻ ɫżŏǿƙƆ �� ȑŏɺɛǝʺ ɛŏȗƆȧȑࡧ `ŏʑɫɫǝŏȗࡌ ɫǝǂȗࡌ
ɫɑŏɛɫƙ ɛŏȗƆȧȑࡌ ƙɺżࡨࡒ ʲǝɺǔ ȑ = ª̃

(
Ɔ
εߞ

)
ɛȧʲɫࡒ îǔƙȗ ʲǝɺǔ

ɑɛȧųŏųǝǿǝɺʻ −ߝ) δ)ࡌ ƿȧɛ ŏȗʻ � ∈ Rȗ×Ɔ ŏȗƆ ų ∈ Rȗࡌ

‖�˜ʾ∗ − ų‖ߞߞ ≤ +ߝ) ε)ȒǞȘ
ʾ

‖�ʾ− ų‖ߞߞ

ʲǔƙɛƙ ˜ʾ∗ = ŏɟǃȒǞȘʾ ‖Π�ʾ−Πų‖ࡒߞߞ

ߠ



χϟ̊χθ˨̥̐ ̥ͻ̥̙̙͖̊;͇χ

÷ǕƚȩɟƚȒ ëʕųɯɔŏżƚ࡫ CȒųƚƇƇǞȘǃ࡬
�ƙɺ U ⊂ Rȗ ųƙ ŏ ƆࡹƆǝȑƙȗɫǝȧȗŏǿ ǿǝȗƙŏɛ ɫʑųɫɑŏżƙ ǝȗ Rȗࡒ sƿ
Π ∈ Rȑ×ȗ ǝɫ żǔȧɫƙȗ ƿɛȧȑ ŏȗʻ Ɔǝɫɺɛǝųʑɺǝȧȗ D ɫŏɺǝɫƿʻǝȗǂ ɺǔƙ
2ǝɫɺɛǝųʑɺǝȧȗŏǿ �� �ƙȑȑŏࡌ ɺǔƙȗ ʲǝɺǔ ɑɛȧųŏųǝǿǝɺʻ −ߝ δࡌ

−ߝ) ε)‖ʲ‖ߞߞ ≤ ‖Πʲ‖ߞߞ ≤ +ߝ) ε)‖ʲ‖ߞߞ

ƿȧɛ ŏǿǿ ʲ ∈ U ࡌ ŏɫ ǿȧȗǂ ŏɫ ȑ = ª
(
Ɔ+Ȁȩǃ(ߝ/δ)

εߞ

)
ࡒ

ߡ

O -

= ? ¥1"if



χϟ̊χθ˨̥̐ ̥ͻ̥̙̙͖̊;͇χ ξ̥ϾΎξ̙̥̙

÷ǕƚȩɟƚȒ ëʕųɯɔŏżƚ࡫ CȒųƚƇƇǞȘǃ࡬
�ƙɺ � ∈ Rȗ×Ɔ ųƙ ŏ ȑŏɺɛǝʺࡒ sƿ Π ∈ Rȑ×ȗ ǝɫ żǔȧɫƙȗ ƿɛȧȑ ŏȗʻ
Ɔǝɫɺɛǝųʑɺǝȧȗ D ɫŏɺǝɫƿʻǝȗǂ ɺǔƙ 2ǝɫɺɛǝųʑɺǝȧȗŏǿ �� �ƙȑȑŏࡌ ɺǔƙȗ
ʲǝɺǔ ɑɛȧųŏųǝǿǝɺʻ −ߝ δࡌ

−ߝ) ε)‖�ʾ‖ߞߞ ≤ ‖Π�ʾ‖ߞߞ ≤ +ߝ) ε)‖�ʾ‖ߞߞ

ƿȧɛ ŏǿǿ ʾ ∈ RƆࡌ ŏɫ ǿȧȗǂ ŏɫ ȑ = ª
(
Ɔ+Ȁȩǃ(ߝ/δ)

εߞ

)
ࡒ

vȒɔȀǞƚɯ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘ ɟƚɯʕȀɾࡈ ŏȘƇ Ȓȩɟƚࡏ

CʾŏȒɔȀƚࡇ ÷Ǖƚ ɾȩɔ ɯǞȘǃʕȀŏɟ ʲŏȀʕƚ σ̃ߝߞ ȩǀ Π� Ǟɯ ŏ ±ߝ) ε)

ŏɔɔɟȩʾǞȒŏɾǞȩȘ ɾȩ ɾǕƚ ɾɟʕƚ ɾȩɔ ɯǞȘǃʕȀŏɟ ʲŏȀʕƚ σߝߞ ࡏ 4ȩ ʿȩʕ ɯƚƚ
ʶǕʿࡐ

ߢ

-
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O
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ξϟ;ϑ͖ͻ̥ ̐Ύ;χ͖̙̥ξ˨ϑ͖Ύ;

_ȩɟ ε, δ = ª(ߝ)ࡈ ʶƚ ȘƚƚƇ Π ɾȩ Ǖŏʲƚ ȑ = ª(Ɔ) ɟȩʶɯࡏ

ࡄ +ȩɯɾ ɾȩ ɯȩȀʲƚ ‖�ʾ− ų‖ࡇߞߞ
ࡄ ª(ȗƆߞ) ɾǞȒƚ ǀȩɟ ƇǞɟƚżɾ ȒƚɾǕȩƇࡏ �ƚƚƇ ɾȩ żȩȒɔʕɾƚ
(�î�)−ߝ�îųࡏ

ࡄ ª(ȗƆ) · ࡍ࡫ ȩǀ ǞɾƚɟŏɾǞȩȘɯ࡬ ɾǞȒƚ ǀȩɟ ǞɾƚɟŏɾǞʲƚ ȒƚɾǕȩƇ ࡈb4࡫ �b4ࡈ
żȩȘǲʕǃŏɾƚ ǃɟŏƇǞƚȘɾ ȒƚɾǕȩƇࡏ࡬

ࡄ +ȩɯɾ ɾȩ ɯȩȀʲƚ ‖Π�ʾ−Πų‖ࡇߞߞ
ࡄ ª(Ɔߟ) ɾǞȒƚ ǀȩɟ ƇǞɟƚżɾ ȒƚɾǕȩƇࡏ
ࡄ ª(Ɔߞ) · ࡍ࡫ ȩǀ ǞɾƚɟŏɾǞȩȘɯ࡬ ɾǞȒƚ ǀȩɟ ǞɾƚɟŏɾǞʲƚ ȒƚɾǕȩƇࡏ

ߣ

-

n , I -

E



ξϟ;ϑ͖ͻ̥ ̐Ύ;χ͖̙̥ξ˨ϑ͖Ύ;

$ʕɾ ɾǞȒƚ ɾȩ żȩȒɔʕɾƚ Π� Ǟɯ ŏȘ (ȑ× ȗ)× (ȗ× Ɔ) ȒŏɾɟǞʾ
ȒʕȀɾǞɔȀʿࡇ ª(ȑȗƆ) = ª(ȗƆߞ) ɾǞȒƚࡏ

bȩŏȀࡇ 4ƚʲƚȀȩɔ ǀŏɯɾƚɟ �ȩǕȘɯȩȘࡷ�ǞȘƇƚȘɯɾɟŏʕɯɯ ɔɟȩǲƚżɾǞȩȘɯࡏ

÷ʿɔǞżŏȀȀʿ ʕɯǞȘǃ ɯɔŏɟɯƚ ȩɟ ɯɾɟʕżɾʕɟƚƇ ȒŏɾɟǞżƚɯ ǞȘɯɾƚŏƇ ȩǀ ǀʕȀȀʿ
ɟŏȘƇȩȒ �� ȒŏɾɟǞżƚɯࡏ

ߤ

=
m -

d
=

h(20£
m d . average # o f{u-m-
Zerrogoper)



ξ̥ϑϟξ; ϑΎ χ͖;͇ͱ̥ ϻ̥̐ϑΎξ θξΎ̊ͱ̥ͻ

bȩŏȀࡇ 4ƚʲƚȀȩɔ ȒƚɾǕȩƇɯ ɾǕŏɾ ɟƚƇʕżƚ ŏ ʲƚżɾȩɟ ʾ ∈ Rȗ ƇȩʶȘ ɾȩ
ȑ ≈ Ȁȩǃ(ߝ/δ)

εߞ ƇǞȒƚȘɯǞȩȘɯ ǞȘ ȧ(ȑȗ) ɾǞȒƚ ŏȘƇ ǃʕŏɟŏȘɾƚƚࡇ

−ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ ≤ ‖Πʾ‖ߞߞ ≤ +ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ

Ħƚ ʶǞȀȀ ȀƚŏɟȘ ŏųȩʕɾ ŏ ɾɟʕȀʿ ųɟǞȀȀǞŏȘɾ ȒƚɾǕȩƇ ɾǕŏɾ ɟʕȘɯ ǞȘ
ª(ȗ Ȁȩǃȗ) ɾǞȒƚࡏ ÚɟƚʲǞƚʶࡇ ĦǞȀȀ ǞȘʲȩȀʲƚ _ŏɯɾ _ȩʕɟǞƚɟ ÷ɟŏȘɯǀȩɟȒ ǞȘ
ƇǞɯǃʕǞɯƚࡏ ߥ

u
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͖͂ξχϑ ˨ϑϑ̥ͻθϑ

�ƚɾ Π ųƚ ŏ ɟŏȘƇȩȒ ɯŏȒɔȀǞȘǃ ȒŏɾɟǞʾࡏ Cʲƚɟʿ ɟȩʶ żȩȘɾŏǞȘɯ ŏ
ʲŏȀʕƚ ȩǀ ɫ =

√
ȗ/ȑ ǞȘ ŏ ɯǞȘǃȀƚ ȀȩżŏɾǞȩȘࡈ ŏȘƇ Ǟɯ ˌƚɟȩ ƚȀɯƚʶǕƚɟƚࡏ

ĦǕŏɾ࢈ɯ ɾǕƚ ɟʕȘȘǞȘǃ ɾǞȒƚ
ɾɔ żȩȒɔʕɾƚ Πʾࡐ

‖Πʾ‖ߞߞ =

E[‖Πʾ‖ߞߞ] =

ߜߝ

-

/ , entries X i , . . . , X u
0

OFI÷÷."
now,.m
e.

11×41)= §,s '2 ? = ¥2,2;" where 2 i nUnit(x.,...xD
EmEI,l e ti t = Em Ie,t 11×115 = 11×11}

E hi t , t IE.× ; ' = In11×115



͖͂ξχϑ ˨ϑϑ̥ͻθϑ

ëȩ E‖Πʾ‖ߞߞ = ‖ʾ‖ߞߞ ǞȘ ƚʾɔƚżɾŏɾǞȩȘࡏ ÷ȩ ɯǕȩʶ Ǟɾ Ǟɯ żȀȩɯƚ ʶǞɾǕ ǕǞǃǕ
ɔɟȩųŏųǞȀǞɾʿ ʶƚ ʶȩʕȀƇ ȘƚƚƇ ɾȩ ŏɔɔȀʿ ŏ żȩȘżƚȘɾɟŏɾǞȩȘ ǞȘƚɛʕŏȀǞɾ ʿࡏ
mȩʶ Ƈȩ ʿȩʕ ɾǕǞȘǺ ɾǕǞɯ ʶǞȀȀ ʶȩɟǺ ȩʕɾࡐ

ߝߝ

11×41.':O

O

B %
@ t

o

*•
Elhtxlli): 11×117 187

→ 4×111=1

Pr(1115×117-11×117/76] E S 11×-112=4+-411×42



ϻ˨ξ͖˨;̥̐ ˨;˨ͱІχ͖χ

‖Πʾ‖ߞߞ =

σߞ = ģŏɟ[‖Πʾ‖ߞߞ] =

áƚżŏȀȀ +ǕƚųʿɯǕƚʲ࢈ɯ vȘƚɛʕŏȀǞɾʿࡇ

Úɟ[
∣∣‖Πʾ‖ߞߞ − ‖ʾ‖ߞߞ

∣∣ ≤ ߝ
ߜߝ · σ] ≤ ߝ

ߜߜߝ
Ħƚ ʶŏȘɾ ŏƇƇǞɾǞʲƚ ƚɟɟȩɟ

∣∣‖Πʾ‖ߞߞ − ‖ʾ‖ߞߞ
∣∣ ≤ ε‖ʾ‖ߞߞ

ߞߝ

Im¥2,Z i2 where Z i ~ U n i t(x,,...,X .n )

-
tie:'"""÷÷÷÷'.FI#-
VarfziY=lEf2i4J-
lECzi2J2elEf2i"]

= tuff,X; )
11×11,= (&..Xi")""

'ashes-

(lo-Fa 11×115 e qp×yzT
-



ϻ˨ξ͖˨;̥̐ ˨;˨ͱІχ͖χ

Ħƚ ȘƚƚƇ ɾȩ żǕȩȩɯƚ ȑ ɯȩ ɾǕŏɾࡇ
ߝ
ߜߝ

√
ȗ
ȑ‖ʾ‖ߠߞ ≤ ε‖ʾ‖ߞߞ.

mȩʶ Ƈȩ ɾǕƚɯƚ ɾʶȩ ɾʶȩ ȘȩɟȒɯ żȩȒɔŏɟƚࡐ

‖ʾ‖ߠߞ =
( ȗ∑

ǝ=ߝ
ǝߠʺ

ߞ/ߝ(
‖ʾ‖ߞߞ =

ȗ∑

ǝ=ߝ
ǝߞʺ

+ȩȘɯǞƇƚɟ ߞ ƚʾɾɟƚȒƚ żŏɯƚɯࡇ

ʾ =





ߝ
ߜ
ࡏࡏࡏ
ߜ




ʾ =





ߝ
ߝ
ࡏࡏࡏ
ߝ




.

ߟߝ

1 0Fe r n s a .X
w = O(Yet)µ

- p i
p I

=
↳ i f s I n

=



ϻ˨ξ͖˨;̥̐ ͂Ύξ χͻΎΎΎϑ͑ ͂ϟ;̐ϑ͖Ύ;χ

Ħƚ ȘƚƚƇ ɾȩ żǕȩȩɯƚ ȑ ɯȩ ɾǕŏɾࡇ

ߝ
ߜߝ

√
ȗ
ȑ‖ʾ‖ߠߞ ≤ ε‖ʾ‖ߞߞ.

ëʕɔɔȩɯƚ ʾ Ǟɯ ʲƚɟʿ ƚʲƚȘȀʿ ƇǞɯɾɟǞųʕɾƚƇࡏ vࡏƚࡈࡏ ǀȩɟ ŏȀȀ ǝ ∈ ,ߝ . . . ,ȗࡈ

ǝߞʺ ≤
ż
ȗ

ȗ∑

ǝ=ߝ
ǝߞʺ =

ż
ȗ‖ʾ‖

ߞ
ߞ

+ȀŏǞȒࡇ ‖ʾ‖ߠߞ ≤
√

ż
ȗ‖ʾ‖ࡏߞߞ ëȩ ȑ = ª(ż/εߞ) ɯŏȒɔȀƚɯ ɯʕǀ˙żƚɯߝࡏ

ĆɯǞȘǃߝ ɾǕƚ ɟǞǃǕɾ $ƚɟȘɯɾƚǞȘ ųȩʕȘƇ ʶƚ żŏȘ ɔɟȩʲƚ ȑ = ª(ż Ȁȩǃ(ߝ/δ)/εߞ)
ɯʕǀ˙żƚɯ ǀȩɟ ǀŏǞȀʕɟƚ ɔɟȩųŏųǞȀǞɾʿ δࡏ

ߠߝ

C H I

' = O O
-

= €62



ϻ̥̐ϑΎξ χ˨ͻθͱ͖;͇

ëȩ ɯŏȒɔȀǞȘǃ Ƈȩƚɯ ʶȩɟǺ ɾȩ ɔɟƚɯƚɟʲƚ ɾǕƚ ȘȩɟȒ ȩǀ ʾࡈ ųʕɾ ȩȘȀʿ
ʶǕƚȘ ɾǕƚ ʲƚżɾȩɟ Ǟɯ ɟƚȀŏɾǞʲƚȀʿ ࢆɯȒȩȩɾǕࢅ Șȩɾ࡫ żȩȘżƚȘɾɟŏɾƚƇࡏ࡬ 4ȩ
ʶƚ ƚʾɔƚżɾ ɾȩ ɯƚƚ ɯʕżǕ ʲƚżɾȩɟɯ ǞȘ ɾǕƚ ʶǞȀƇࡐ

ߡߝ



ϑ̥͑ ͂˨χϑ ͩΎ͑;χΎ;ࡷͱ͖;̙̥;χϑξ˨ϟχχ ϑξ˨;χ͂Ύξͻ

ëʕųɯŏȒɔȀƚƇ áŏȘƇȩȒǞˌƚƇ mŏƇŏȒŏɟƇ ÷ɟŏȘɯǀȩɟȒ ࡬÷ëmá࡫
ࡈǕŏˌƚȀȀƚ+ࡷ�ǞȀȩȘ࡫ ࡬ߢߜߜߞ

�ƚʿ ǞƇƚŏࡇ _Ǟɟɯɾ ȒʕȀɾǞɔȀʿ ʾ ųʿ ŏ ȒǞʾǞȘǃࢅ ȒŏɾɟǞʾࢆ � ʶǕǞżǕ ƚȘɯʕɟƚɯ
Ǟɾ żŏȘȘȩɾ ųƚ ɾȩȩ żȩȘżƚȘɾɟŏɾƚƇ ǞȘ ȩȘƚ ɔȀŏżƚࡏ

� ɯǕȩʕȀƇ Ǖŏʲƚ ɾǕƚ ɔɟȩɔƚɟɾʿ ɾǕŏɾ ‖�ʾ‖ߞߞ = ‖ʾ‖ߞߞ ƚʾŏżɾȀ ʿࡈ ȩɟ Ǟɯ
ʲƚɟʿ żȀȩɯƚࡏ ÷ǕƚȘ ʶƚ ʶǞȀȀ ȒʕȀɾǞɔȀʿ ųʿ ŏ ɯʕųɯŏȒɔȀǞȘǃ ȒŏɾɟǞʾ ë ɾȩ
Ƈȩ ɾǕƚ ŏżɾʕŏȀ ƇǞȒƚȘɯǞȩȘŏȀǞɾʿ ɟƚƇʕżɾǞȩȘࡇ

Πʾ = ë�ʾ

ߢߝ

→

-



ϑ̥͑ ͂˨χϑ ͩΎ͑;χΎ;ࡷͱ͖;̙̥;χϑξ˨ϟχχ ϑξ˨;χ͂Ύξͻ

bȩȩƇ ȒǞʾǞȘǃ ȒŏɾɟǞżƚɯ ɯǕȩʕȀƇ ȀȩȩǺ ɟŏȘƇȩȒࡇ

_ȩɟ ɾǕǞɯ ŏɔɔɟȩŏżǕ ɾȩ ʶȩɟǺࡈ ʶƚ ȘƚƚƇ ɾȩ ųƚ ŏųȀƚ ɾȩ żȩȒɔʕɾƚ �ʾ
ʲƚɟʿ ɛʕǞżǺȀ ʿࡏ ëȩ ʶƚ ʶǞȀȀ ʕɯƚ ŏ ɔɯƚʕƇȩɟŏȘƇȩȒ ȒŏɾɟǞʾ ǞȘɯɾƚŏƇࡏ

ߣߝ

go f
.

O(n'
)

g
° ¥out5 ) §

time



ϑ̥͑ ͂˨χϑ ͩΎ͑;χΎ;ࡷͱ͖;̙̥;χϑξ˨ϟχχ ϑξ˨;χ͂Ύξͻ

ëʕųɯŏȒɔȀƚƇ áŏȘƇȩȒǞˌƚƇ mŏƇŏȒŏɟƇ ÷ɟŏȘɯǀȩɟȒ ࡬÷ëmá࡫
ࡈǕŏˌƚȀȀƚ+ࡷ�ǞȀȩȘ࡫ ࡬ߢߜߜߞ

Π = ë� ʶǕƚɟƚ � = m4ࡇ

ࡄ 4 ∈ ȗ× ȗ Ǟɯ ŏ ƇǞŏǃȩȘŏȀ ȒŏɾɟǞʾ ʶǞɾǕ ƚŏżǕ ƚȘɾɟʿ ʕȘǞǀȩɟȒ ࡏߝ±
ࡄ m ∈ ȗ× ȗ Ǟɯ ŏ mŏƇŏȒŏɟƇ ȒŏɾɟǞʾࡏ

÷Ǖƚ mŏƇŏɟȒŏɟƇ ȒŏɾɟǞʾ Ǟɯ ŏȘ ȩɾǕȩǃȩȘŏȀ ȒŏɾɟǞʾ żȀȩɯƚȀʿ ɟƚȀŏɾƚƇ
ɾȩ ɾǕƚ ƇǞɯżɟƚɾƚ _ȩʕɟǞƚɟ ȒŏɾɟǞʾࡏ vɾ Ǖŏɯ ɾʶȩ żɟǞɾǞżŏȀ ɔɟȩɔƚɟɾǞƚɯࡇ

ࡏߝ ‖mʲ‖ߞߞ = ‖ʲ‖ߞߞ ƚʾŏżɾȀ ʿࡏ ÷Ǖʕɯ ‖m4ʾ‖ߞߞ = ‖ʾ‖ߞߞ
ࡏߞ ‖mʲ‖ߞߞ żŏȘ ųƚ żȩȒɔʕɾƚƇ ǞȘ ª(ȗ Ȁȩǃȗ) ɾǞȒƚࡏ

ߤߝ

^ µ % E t T
= t?¥ 115×11.2=11514×117

111×119

= 1113×111=71×1122

- - Ocus)



͑˨̙˨ͻ˨ξ̙ ͻ˨ϑξ͖̥̐χ ξ̥̐ϟξχ͖ϻ̥ ̙̥͖͂;͖ϑ͖Ύ;

�ɯɯʕȒƚ ɾǕŏɾ ȗ Ǟɯ ŏ ɔȩʶƚɟ ȩǀ ࡏߞ _ȩɟ ǹ = ,ߜ ,ߝ . . . , ɾǕƚ ǹɾǕ
mŏƇŏȒŏɟƇ ȒŏɾɟǞʾ mǹ Ǟɯ ŏ ǹߞ × ǹߞ ȒŏɾɟǞʾ Ƈƚ˙ȘƚƇ ųʿࡇ

kߜ = ߝ kߝ =
√ߝ
ߞ

[
ߝ ߝ
ߝ ߝ−

]
kߞ =

√ߝ
ߠ





ߝ ߝ ߝ ߝ
ߝ ߝ− ߝ ߝ−
ߝ ߝ ߝ− ߝ−
ߝ ߝ− ߝ− ߝ





kǹ =
√ߝ
ߞ

[
kǹ−ߝ kǹ−ߝ
kǹ−ߝ −kǹ−ߝ

]

÷Ǖƚ ȗ× ȗ mŏƇŏȒŏɟƇ ȒŏɾɟǞʾ Ǖŏɯ ŏȀȀ ƚȘɾɟǞƚɯ ŏɯ ± √ߝ
ȗ ࡏ

ߥߝ

D = =
=

Fri

=

=]"¥ → 2 " x z k



͑˨̙˨ͻ˨ξ̙ ͻ˨ϑξ͖̥̐χ ˨ξ̥ Ύξϑ͑Ύ͇Ύ;˨ͱ

Úɟȩɔƚɟɾʿ ࡇߝ _ȩɟ ŏȘʿ ǹ = ,ߜ ,ߝ . . ࡈ. ʶƚ Ǖŏʲƚ ‖mǹʲ‖ߞߞ = ‖ʲ‖ߞߞ ǀȩɟ ŏȀȀ ʲࡏ
vࡏƚࡈࡏ mǹ Ǟɯ ȩɟɾǕȩǃȩȘŏȀࡏ

ߜߞ

HuntHu.,= I T t f = I

'¥4:-"iii.I
*
"÷i÷÷÷÷9÷f:O:@¥t
÷¥I¥

= E t



͑˨̙˨ͻ˨ξ̙ ͻ˨ϑξ͖̥̐χ

Úɟȩɔƚɟɾʿ ࡇߞ +ŏȘ żȩȒɔʕɾƚ Πʾ = ëm4ʾ ǞȘ ª(ȗ Ȁȩǃȗ) ɾǞȒƚࡏ

ߝߞ

ok,H r f o r u length vector

→
vector

u i s 0 6 6 ,u )

Hu., Hu-l Hu-Ni+ Hu-in
Hui f Iff!-fam."±)

Hh., -Hu-i

n t2Tk-, h 102214)= Fossa)

12%2) t hYr#the 2/01
n doggy, -1)t u

= "
"T"")



ξ˨;̙Ύͻ͖В̥̙ ͑˨̙˨ͻ˨ξ̙ ϑξ˨;χ͂Ύξͻ

Úɟȩɔƚɟɾʿ ࡇߟ ÷Ǖƚ ɟŏȘƇȩȒǞˌƚƇ mŏƇŏȒŏɟƇ ȒŏɾɟǞʾ Ǟɯ ŏ ǃȩȩƇ
ȒǞʾǞȘǃࢅ ȒŏɾɟǞʾࢆ ǀȩɟ ɯȒȩȩɾǕǞȘǃ ȩʕɾ ʲƚżɾȩɟɯࡏ

4ƚɾƚɟȒǞȘǞɯɾǞż
mŏƇŏȒŏɟƇ ȒŏɾɟǞʾࡏ

áŏȘƇȩȒǞˌƚƇ
mŏƇŏȒŏɟƇ Úm4ࡏ

_ʕȀȀʿ ɟŏȘƇȩȒ ɯǞǃȘ
ȒŏɾɟǞʾࡏ

$Ȁʕƚ ɯɛʕŏɟƚɯ ŏɟƚ /ߝ
√
ȗ࢈ɯࡈ ʶǕǞɾƚ ɯɛʕŏɟƚɯ ŏɟƚ /ߝ−

√
ȗ࢈ɯࡏ

ߞߞ

O.O



ξ˨;̙Ύͻ͖В̥̙ ͑˨̙˨ͻ˨ξ̙ ˨;˨ͱІχ͖χ

�ƚȒȒŏ ÷ëmá࡫ ȒǞʾǞȘǃ ȀƚȒȒŏ࡬
�ƙɺ m ųƙ ŏȗ (ȗ× ȗ) kŏƆŏȑŏɛƆ ȑŏɺɛǝʺ ŏȗƆ 4 ŏ ɛŏȗƆȧȑ ߝ±
Ɔǝŏǂȧȗŏǿ ȑŏɺɛǝʺࡒ �ƙɺ ˌ = m4ʾ ƿȧɛ ʾ ∈ Rȗࡒ ĝǝɺǔ ɑɛȧųŏųǝǿǝɺʻ
−ߝ δࡌ

(ˈǝ)ߞ ≤
ż Ȁȩǃ(ȗ/δ)

ȗ ߞߞ‖ˌ‖

ƿȧɛ ɫȧȑƙ ˛ʺƙƆ żȧȗɫɺŏȗɺ żࡒ

÷Ǖƚ ʲƚżɾȩɟ Ǟɯ ʲƚɟʿ żȀȩɯƚ ɾȩ ʕȘǞǀȩɟȒ ʶǞɾǕ ǕǞǃǕ ɔɟȩųŏųǞȀǞɾʿࡏ �ɯ
ʶƚ ɯŏʶ ƚŏɟȀǞƚɟࡈ ʶƚ żŏȘ ɾǕʕɯ ŏɟǃʕƚ ɾǕŏɾ ‖ëˌ‖ߞߞ ≈ ࡏߞߞ‖ˌ‖ vࡏƚࡏ ɾǕŏɾࡇ

‖Πʾ‖ߞߞ = ‖ëm4ʾ‖ߞߞ ≈ ‖ʾ‖ߞߞ

ߟߞ

O -

= ÷...!"E%
%.Tx--5125¥ f /

x

115211¥(the)11211T:(Ita)11×112
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ͩΎ͑;χΎ;ࡷͱ͖;̙̥;χϑξ˨ϟχχ Ͼ͖ϑ͑ χ͑ξϑχ

÷ǕƚȩɟƚȒ Ǖƚ÷࡫ _ŏɯɾ �� �ƚȒȒŏ࡬
�ƙɺ Π = ëm4 ∈ Rȑ×ȗ ųƙ ŏ ɫʑųɫŏȑɑǿƙƆ ɛŏȗƆȧȑǝˈƙƆ
kŏƆŏȑŏɛƆ ɺɛŏȗɫƿȧɛȑ ʲǝɺǔ ȑ = ª

(
Ȁȩǃ(ȗ/δ) Ȁȩǃ(ߝ/δ)

εߞ

)
ɛȧʲɫࡒ îǔƙȗ

ƿȧɛ ŏȗʻ ˛ʺƙƆ ʾࡌ

−ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ ≤ ‖Πʾ‖ߞߞ ≤ +ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ

ʲǝɺǔ ɑɛȧųŏųǝǿǝɺʻ −ߝ) δ)ࡒ

ģƚɟʿ ȀǞɾɾȀƚ Ȁȩɯɯ ǞȘ ƚȒųƚƇƇǞȘǃ ƇǞȒƚȘɯǞȩȘ żȩȒɔŏɟƚƇ ɾȩ ǀʕȀȀ
ɟŏȘƇȩȒ ȒŏɾɟǞʾࡈ ŏȘƇ Π żŏȘ ųƚ ȒʕȀɾǞɔȀǞƚƇ ųʿ ʾ ǞȘ ª(ȗ Ȁȩǃȗ)

ȘƚŏɟȀʿ࡫ ȀǞȘƚŏɟ࡬ ɾǞȒƚࡏ

ߠߞ

- O
t

- Of"k¥4)

Oban) -



ξ˨;̙Ύͻ͖В̥̙ ͑˨̙˨ͻ˨ξ̙ ˨;˨ͱІχ͖χ

ëmá÷ ȒǞʾǞȘǃ ȀƚȒȒŏ ɔɟȩȩǀࡇ �ƚƚƇ ɾȩ ɔɟȩʲƚ (ˈǝ)ߞ ≤ ż Ȁȩǃ(ȗ/δ)
ȗ ࡏߞߞ‖ˌ‖

�ƚɾ Ǖîǝ ųƚ ɾǕƚ ǝɾǕ ɟȩʶ ȩǀ mࡏ ˈǝ = Ǖîǝ 4ʾ ʶǕƚɟƚࡇ

Ǖîǝ 4 =
√ߝ
ȗ

[
ߝ ߝ . . . ߝ− ߝ−

]





ߝ2
ߞ2

ࡏ ࡏ ࡏ
2ȗ





ʶǕƚɟƚ ,ߝ2 . . . ,2ȗ ŏɟƚ ɟŏȘƇȩȒ ࡏɯ࢈ߝ±

÷ǕǞɯ Ǟɯ ƚɛʕǞʲŏȀƚȘɾ ɾȩ

Ǖîǝ 4 =
√ߝ
ȗ

[
Úߝ Úߞ . . . Úȗ

]
,

ʶǕƚɟƚ Úߝ, . . . ,Úȗ ŏɟƚ ɟŏȘƇȩȒ ࡏɯ࢈ߝ±

ߡߞ

2 : I tDX forallis
=

-

" t . ,
Q E Q Q

n
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ξ˨;̙Ύͻ͖В̥̙ ͑˨̙˨ͻ˨ξ̙ ˨;˨ͱІχ͖χ

ëȩ ʶƚ Ǖŏʲƚࡈ ǀȩɟ ŏȀȀ ǝࡈ ˌǝ = Ǖîǝ 4ʾ = √ߝ
ȗ
∑ȗ

ǝ=ߝ Úǝʺǝ.

ࡄ ˌǝ Ǟɯ ŏ ɟŏȘƇȩȒ ʲŏɟǞŏųȀƚ ʶǞɾǕ ȒƚŏȘ ߜ ŏȘƇ ʲŏɟǞŏȘżƚ ߝ
ȗ‖ʾ‖ࡈߞߞ

ʶǕǞżǕ Ǟɯ ŏ ɯʕȒ ȩǀ ǞȘƇƚɔƚȘƇƚȘɾ ɟŏȘƇȩȒ ʲŏɟǞŏųȀƚɯࡏ
ࡄ $ʿ +ƚȘɾɟŏȀ �ǞȒǞɾ ÷ǕƚȩɟƚȒࡈ ʶƚ ƚʾɔƚżɾ ɾǕŏɾࡇ

Úɟ[|ˌǝ| ≥ ɺ · ‖ʾ‖ߞ√
ȗ
] ≤ ƙ−ª(ɺߞ).

ࡄ ëƚɾɾǞȘǃ ɺ =
√
Ȁȩǃ(ȗ/δ)ࡈ ʶƚ Ǖŏʲƚ ǀȩɟ żȩȘɯɾŏȘɾ żࡈ

Úɟ
[
|ˌǝ| ≥ ż

√
Ȁȩǃ(ȗ/δ)

ȗ ‖ʿ‖ߞ
]
≤ δ

ȗ
ࡏ

ࡄ �ɔɔȀʿǞȘǃ ŏ ʕȘǞȩȘ ųȩʕȘƇ ɾȩ ŏȀȀ ȗ ƚȘɾɟǞƚɯ ȩǀ ˌ ǃǞʲƚɯ ɾǕƚ ëmá÷
ȒǞʾǞȘǃ ȀƚȒȒŏࡏ

ߢߞ

- - ⇒" d o "" D " ± ,
Attt
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ξ˨̙̥ͻ˨̥̐͑ξ ̐Ύ;̥̐;ϑξ˨ϑ͖Ύ;

_ȩɟȒŏȀȀ ʿࡈ ȘƚƚƇ ɾȩ ʕɯƚ $ƚɟȘɯɾƚǞȘ ɾʿɔƚ żȩȘżƚȘɾɟŏɾǞȩȘ ǞȘƚɛʕŏȀǞɾʿ
ɾȩ ɔɟȩʲƚ ɾǕƚ ųȩʕȘƇࡇ

�ƚȒȒŏ áŏƇƚȒŏżǕƚɟ࡫ +ȩȘżƚȘɾɟŏɾǞȩȘ࡬
�ƙɺ Úߝ, . . . ,Úȗ ųƙ ÚŏƆƙȑŏżǔƙɛ ɛŏȗƆȧȑ ʮŏɛǝŏųǿƙɫ ࡒƙࡒǝࡧ ʑȗǝƿȧɛȑ
ࡒࡨɫࢊߝ± îǔƙȗ ƿȧɛ ŏȗʻ ʮƙżɺȧɛ ŏ ∈ Rȗࡌ

Úɟ
[ ȗ∑

ǝ=ߝ
Úǝŏǝ ≥ ɺ‖ŏ‖ߞ

]
≤ ƙ−ɺߞ/ߞ.

÷ǕǞɯ Ǟɯ żŏȀȀ ɾǕƚ �ǕǞȘɾżǕǞȘƚ vȘƚɛʕŏȀǞɾʿࡏ vɾ Ǟɯ ɯɔƚżǞŏȀǞˌƚƇ ɾȩ ɯʕȒɯ
ȩǀ ɯżŏȀƚƇ ࡈɯ࢈ߝ± ŏȘƇ Ǟɯ ŏ ųǞɾ ɾǞǃǕɾƚɟ ŏȘƇ ƚŏɯǞƚɟ ɾȩ ŏɔɔȀʿ ɾǕŏȘ
ʕɯǞȘǃ ŏ ǃƚȘƚɟǞż $ƚɟȘɯɾƚǞȘ ųȩʕȘƇࡏ

ߣߞ

e

( )



͖͂;͖χ͖͑;͇ ϟθ

ĦǞɾǕ ɔɟȩųŏųǞȀǞɾʿ −ߝ δࡈ ʶƚ Ǖŏʲƚ ɾǕŏɾ ŏȀȀ ˌǝ ≤
√

ż Ȁȩǃ(ȗ/δ)
ȗ ‖ż‖ࡏߞ

�ɯ ɯǕȩʶȘ ƚŏɟȀǞƚɟࡈ ʶƚ żŏȘ ɾǕʕɯ ǃʕŏɟŏȘɾƚƚ ɾǕŏɾࡇ

−ߝ) ε)‖ˌ‖ߞߞ ≤ ‖ëˌ‖ߞߞ ≤ +ߝ) ε)‖ˌ‖ߞߞ

ŏɯ ȀȩȘǃ ŏɯ ë ∈ Rȑ×ȗ Ǟɯ ŏ ɟŏȘƇȩȒ ɯŏȒɔȀǞȘǃ ȒŏɾɟǞʾ ʶǞɾǕ

ȑ = ª
( Ȁȩǃ(ȗ/δ) Ȁȩǃ(ߝ/δ)

εߞ

)
ɟȩʶɯ.

‖ëˌ‖ߞߞ = ‖ëm4ʾ‖ߞߞ = ‖Πʾ‖ߞߞ ŏȘƇ ߞߞ‖ˌ‖ = ‖ʾ‖ࡈߞߞ ɯȩ ʶƚ ŏɟƚ ƇȩȘƚࡏ

ߤߞ

g
1117×119 17=11×11}



ͩΎ͑;χΎ;ࡷͱ͖;̙̥;χϑξ˨ϟχχ Ͼ͖ϑ͑ ëmá÷χ

÷ǕƚȩɟƚȒ Ǖƚ÷࡫ _ŏɯɾ �� �ƚȒȒŏ࡬
�ƙɺ Π = ëm4 ∈ Rȑ×ȗ ųƙ ŏ ɫʑųɫŏȑɑǿƙƆ ɛŏȗƆȧȑǝˈƙƆ
kŏƆŏȑŏɛƆ ɺɛŏȗɫƿȧɛȑ ʲǝɺǔ ȑ = ª

(
Ȁȩǃ(ȗ/δ) Ȁȩǃ(ߝ/δ)

εߞ

)
ɛȧʲɫࡒ îǔƙȗ

ƿȧɛ ŏȗʻ ˛ʺƙƆ ʾࡌ

−ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ ≤ ‖Πʾ‖ߞߞ ≤ +ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ

ʲǝɺǔ ɑɛȧųŏųǝǿǝɺʻ −ߝ) δ)ࡒ

ĆɔɯǕȩɾ ǀȩɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡇ +ȩȒɔʕɾƚ Π� ǞȘ ª(ȗƆ Ȁȩǃȗ) ɾǞȒƚ
ǞȘɯɾƚŏƇ ȩǀ ª(ȗƆߞ) ɾǞȒƚࡏ +ȩȒɔɟƚɯɯ ɔɟȩųȀƚȒ ƇȩʶȘ ɾȩ  ʶǞɾǕ
ª(Ɔߞ) ƇǞȒƚȘɯǞȩȘɯࡏ

ߥߞ

o -

tent.



̊ξ͖̥͂ ̐Ύͻͻ̥;ϑ Ύ; Ύϑ̥͑ξ ͻ̥ϑ͑Ύ̙χ

ª(ȗƆ Ȁȩǃȗ) Ǟɯ ȘƚŏɟȀʿ ȀǞȘƚŏɟ ǞȘ ɾǕƚ ɯǞˌƚ ȩǀ � ʶǕƚȘ � Ǟɯ ƇƚȘɯƚࡏ

+ȀŏɟǺɯȩȘࡷĦȩȩƇɟʕǀǀ ࡈߟߝߜߞ ë÷°+ $ƚɯɾ Úŏɔƚɟࡇ ÚȩɯɯǞųȀƚ ɾȩ
żȩȒɔʕɾƚ  ʶǞɾǕ ɔȩȀʿ(Ɔ) ɟȩʶɯ ǞȘࡇ

ª (ȘȘˌ(�)) ɾǞȒƚࡏ

Π Ǟɯ żǕȩɯƚȘ ɾȩ ųƚ ŏȘ ʕȀɾɟŏࡷɯɔŏɟɯƚ ɟŏȘƇȩȒ ȒŏɾɟǞʾࡏ Ćɯƚɯ ɾȩɾŏȀȀʿ
ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ ɾƚżǕȘǞɛʕƚɯ ʿȩʕ࡫ żŏȘ࢈ɾ Ƈȩ �� ࣹ εࡷȘƚɾࡏ࡬

�ƚŏƇ ɾȩ ŏ ʶǕȩȀƚ żȀȩɯƚ ȩǀ ȒŏɾɟǞʾ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯ ǀȩɟ࡫ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡈ ëģ4ࡈ
ƚɾż࡬ࡏ ʶǕǞżǕ ɟʕȘ ǞȘ ɾǞȒƚࡇ

ª (ȘȘˌ(�)) + ɔȩȀʿ(Ɔ, ε).

ߜߟ

= - dude)

→ # o f n o n - w o , i n A=
d - ( - )



Ͼ͑˨ϑ Ͼ̥ξ̥ ˨͖ͱΎ; ˨;̙ ̐͑˨В̥ͱͱ̥ ϑ͖͑;͖ͬ;͇ࡐ

ëǞȒɔȀƚࡈ ǞȘɯɔǞɟƚƇ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒ ɾǕŏɾ Ǖŏɯ ųƚƚȘ ʕɯƚƇ ǀȩɟ ŏżżƚȀƚɟŏɾǞȘǃࡇ
ࡄ ģƚżɾȩɟ ƇǞȒƚȘɯǞȩȘŏȀǞɾʿ ɟƚƇʕżɾǞȩȘ

ࡄ �ǞȘƚŏɟ ŏȀǃƚųɟŏ

ࡄ �ȩżŏȀǞɾʿ ɯƚȘɯǞɾǞʲƚ ǕŏɯǕǞȘǃ
࡬ëǞȒmŏɯǕ࡫

ࡄ áŏȘƇȩȒǞˌƚƇ ǺƚɟȘƚȀ ȀƚŏɟȘǞȘǃ
ȒƚɾǕȩƇɯ ʶƚ࡫ ʶǞȀȀ ƇǞɯżʕɯɯ ŏǀɾƚɟ
÷ǕŏȘǺɯǃǞʲǞȘǃ࡬

ߝߟ

←



Ͼ͑˨ϑ Ͼ̥ξ̥ ˨͖ͱΎ; ˨;̙ ̐͑˨В̥ͱͱ̥ ϑ͖͑;͖ͬ;͇ࡐ

÷Ǖƚ mŏƇŏȒŏɟƇ ÷ɟŏȘɯǀȩɟȒ Ǟɯ żȀȩɯƚȀʿ ɟƚȀŏɾƚƇ ɾȩ ɾǕƚ 4Ǟɯżɟƚɾƚ
_ȩʕɟǞƚɟ ÷ɟŏȘɯǀȩɟȒࡏ

_Ǳ,ǹ = ƙ−ߞπǝ
Ǳ·ǹ
ȗ , _∗_ = v.

áƚŏȀ ɔŏɟɾ ȩǀ _Ǳ,ǹࡏ

_ʿ żȩȒɔʕɾƚɯ ɾǕƚ 4Ǟɯżɟƚɾƚ _ȩʕɟǞƚɟ ÷ɟŏȘɯǀȩɟȒ ȩǀ ɾǕƚ ʲƚżɾȩɟ ʿࡏ
+ŏȘ ųƚ żȩȒɔʕɾƚƇ ǞȘ ª(ȗ Ȁȩǃȗ) ɾǞȒƚ ʕɯǞȘǃ ŏ ƇǞʲǞƇƚ ŏȘƇ
żȩȘɛʕƚɟ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒ ɾǕƚ࡫ _ŏɯɾ _ȩʕɟǞƚɟ ÷ɟŏȘɯǀȩɟȒࡏ࡬ ߞߟ

psi,
11Fylli

= ANY n



ϑ̥͑ ϟ;̥̐ξϑ˨͖;ϑІ θξ͖;͖̐θ˨ͱ

÷Ǖƚ ĆȘżƚɟɾŏǞȘɾʿ ÚɟǞȘżǞɔŏȀ ࡇ࡬ǞȘǀȩɟȒŏȀ࡫ � ǀʕȘżɾǞȩȘ ŏȘƇ Ǟɾ࢈ɯ
_ȩʕɟǞƚɟ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒ żŏȘȘȩɾ ųȩɾǕ ųƚ żȩȘżƚȘɾɟŏɾƚƇࡏ

ģƚżɾȩɟ ʿ. _ȩʕɟǞƚɟ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒ _ʿ.

ߟߟ
i t : #



χθ˨ξχ̥ ξ̥̐Ύϻ̥ξІ̐ࡕΎͻθξ̥χχ̥̙ χ̥;χ͖;͇

ĦǕŏɾ Ƈȩ ʶƚ ǺȘȩʶࡐ

ߠߟ



ϑ̥͑ ϟ;̥̐ξϑ˨͖;ϑІ θξ͖;͖̐θ˨ͱ

ëŏȒɔȀǞȘǃ Ƈȩƚɯ Șȩɾ ɔɟƚɯƚɟʲƚ ȘȩɟȒɯࡈ Ǟࡏƚࡏ ‖ëʿ‖ߞ *≈ ‖ʿ‖ߞ ʶǕƚȘ ʿ
Ǖŏɯ ŏ ǀƚʶ Ȁŏɟǃƚ ƚȘɾɟǞƚɯࡏ

÷ŏǺǞȘǃ ŏ _ȩʕɟǞƚɟ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒ ƚʾŏżɾȀʿ ƚȀǞȒǞȘŏɾƚɯ ɾǕǞɯ ǕŏɟƇ żŏɯƚࡈ
ʶǞɾǕȩʕɾ żǕŏȘǃǞȘǃ ʿ࢈ɯ ȘȩɟȒࡏ

°Șƚ ȩǀ ɾǕƚ żƚȘɾɟŏȀ ɾȩȩȀɯ ǞȘ ɾǕƚ ˙ƚȀƇ ȩǀ ɯɔŏɟɯƚ ɟƚżȩʲƚɟʿ ŏǺŏ
żȩȒɔɟƚɯɯƚƇ ɯƚȘɯǞȘǃࡏ

ߡߟ



χθ˨ξχ̥ ξ̥̐Ύϻ̥ξІ̐ࡕΎͻθξ̥χχ̥̙ χ̥;χ͖;͇ θξΎ̊ͱ̥ͻ χ̥ϑϟθ

ĆȘƇƚɟƇƚɾƚɟȒǞȘƚƇ ȀǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡇ bǞʲƚȘ � ∈ Rȑ×ȗ ʶǞɾǕ
ȑ < ȗࡈ ų ∈ Rȑࡏ �ɯɯʕȒƚ ų = �ʾ ǀȩɟ ɯȩȒƚ ʾ ∈ Rȗࡏ

ࡄ vȘ˙ȘǞɾƚ ɔȩɯɯǞųȀƚ ɯȩȀʕɾǞȩȘɯ ʿ ɾȩ �ʿ = ųࡈ ɯȩ ǞȘ ǃƚȘƚɟŏȀࡈ Ǟɾ Ǟɯ
ǞȒɔȩɯɯǞųȀƚ ɾȩ ɟƚżȩʲƚɟ ɔŏɟŏȒƚɾƚɟ ʲƚżɾȩɟ ʾ ǀɟȩȒ ɾǕƚ Ƈŏɾŏ
�,ųࡏ

ߢߟ



χθ˨ξχ͖ϑІ ξ̥̐Ύϻ̥ξІ̐ࡕΎͻθξ̥χχ̥̙ χ̥;χ͖;͇

ĆȘƇƚɟƇƚɾƚɟȒǞȘƚƇ ȀǞȘƚŏɟ ɟƚǃɟƚɯɯǞȩȘࡇ bǞʲƚȘ � ∈ Rȑ×ȗ ʶǞɾǕ
ȑ < ȗࡈ ų ∈ Rȑࡏ ëȩȀʲƚ �ʾ = ų ǀȩɟ ʾࡏ

ࡄ �ɯɯʕȒƚ ʾ Ǟɯ ǹࡷɯɔŏɟɯƚ ǀȩɟ ɯȒŏȀȀ ǹࡏ ‖ʾ‖ߜ = ǹࡏ

ࡄ vȘ ȒŏȘʿ żŏɯƚɯ żŏȘ ɟƚżȩʲƚɟ ʾ ʶǞɾǕ+ ȗ ɟȩʶɯࡏ vȘ ǀŏżɾࡈ ȩǀɾƚȘ
∼ ª(ǹ) ɯʕǀ˙żƚࡏ

ࡄ �ƚƚƇ ŏƇƇǞɾǞȩȘŏȀ ŏɯɯʕȒɔɾǞȩȘɯ ŏųȩʕɾ ࡋ�
ߣߟ



μϟ͖̐ͬ ˨χ͖̙̥

ࡄ vȘ ɯɾŏɾǞɯɾǞżɯ ŏȘƇ ȒŏżǕǞȘƚ ȀƚŏɟȘǞȘǃࡈ ʶƚ ȩǀɾƚȘ ɾǕǞȘǺ ŏųȩʕɾ
ɯ࢈� ɟȩʶɯ ŏɯ Ƈŏɾŏ ƇɟŏʶȘ ǀɟȩȒ ɯȩȒƚ ʕȘǞʲƚɟɯƚࡕƇǞɯɾɟǞųʕɾǞȩȘࡇ

ࡄ vȘ ȒŏȘʿ ȩɾǕƚɟɯƚɾɾǞȘǃɯࡈ ʶƚ ʶǞȀȀ ǃƚɾ ɾȩ żǕȩȩɯƚ ɯ࢈� ɟȩʶɯࡏ vࡏƚࡏ
ƚŏżǕ ųǝ = ʾîŏǝ ǀȩɟ ɯȩȒƚ ʲƚżɾȩɟ ŏǝ ɾǕŏɾ ʶƚ ɯƚȀƚżɾࡏ

ࡄ vȘ ɾǕǞɯ ɯƚɾɾǞȘǃࡈ ʶƚ ȩǀɾƚȘ żŏȀȀ ųǝ ŏ ȀǞȘƚŏɟ ȒƚŏɯʕɟƚȒƚȘɾ ȩǀ ʾ
ŏȘƇ ʶƚ żŏȀȀ � ŏ ȒƚŏɯʕɟƚȒƚȘɾ ȒŏɾɟǞʾࡏ

ߤߟ



˨χχϟͻθϑ͖Ύ;χ Ύ; ͻ̥˨χϟξ̥ͻ̥;ϑ ͻ˨ϑξ͖Ѕ

ĦǕƚȘ ɯǕȩʕȀƇ ɾǕǞɯ ɔɟȩųȀƚȒ ųƚ ƇǞǀ˙żʕȀɾࡐ

ߥߟ



˨χχϟͻθϑ͖Ύ;χ Ύ; ͻ̥˨χϟξ̥ͻ̥;ϑ ͻ˨ϑξ͖Ѕ

�ŏȘʿ ʶŏʿɯ ɾȩ ǀȩɟȒŏȀǞˌƚ ȩʕɟ ǞȘɾʕǞɾǞȩȘ

ࡄ � Ǖŏɯ �ɟʕɯǺŏȀ ɟŏȘǺ ɛࡏ �ȀȀ ɯƚɾɯ ȩǀ ɛ żȩȀʕȒȘɯ ǞȘ � ŏɟƚ ȀǞȘƚŏɟȀʿ
ǞȘƇƚɔƚȘƇƚȘɾࡏ

ࡄ áƚżȩʲƚɟ ʲƚżɾȩɟɯ ʾ ʶǞɾǕ ɯɔŏɟɯǞɾʿ ǹ = ɛ/ࡏߞ

ࡄ � Ǟɯ µࡷǞȘżȩǕƚɟƚȘɾࡏ |�îǝ �Ǳ| ≤ µ‖�ǝ‖ߞ‖�Ǳ‖ߞ ǀȩɟ ŏȀȀ żȩȀʕȒȘɯ
�ǝ,�Ǳࡏ

ࡄ áƚżȩʲƚɟ ʲƚżɾȩɟɯ ʾ ʶǞɾǕ ɯɔŏɟɯǞɾʿ ǹ = ࡏµ/ߝ

ࡄ _ȩżʕɯ ɾȩƇŏʿࡇ � ȩųƚʿɯ ɾǕƚ áƚɯɾɟǞżɾƚƇ vɯȩȒƚɾɟʿ Úɟȩɔƚɟɾʿࡏ

ߜߠ



ξ̥χϑξ͖̐ϑ̥̙ ͖χΎͻ̥ϑξІ θξΎθ̥ξϑІ

4ƚ˙ȘǞɾǞȩȘ ,ɗ)࡫ ε)ࡷáƚɯɾɟǞżɾƚƇ vɯȩȒƚɾɟʿ Úɟȩɔƚɟɾʿ࡬
� ȒŏɾɟǞʾ � ɯŏɾǞɯ˙ƚɯ (ɗ, ε)ࡷávÚ Ǟǀࡈ ǀȩɟ ŏȀȀ ʾ ʶǞɾǕ ‖ʾ‖ߜ ≤ ɗࡈ

−ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ ≤ ‖�ʾ‖ߞߞ ≤ +ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ.

ࡄ �ȩǕȘɯȩȘࡷ�ǞȘƇƚȘɯɾɟŏʕɯɯ ɾʿɔƚ żȩȘƇǞɾǞȩȘࡏ
ࡄ � ɔɟƚɯƚɟʲƚɯ ɾǕƚ ȘȩɟȒ ȩǀ ŏȀȀ ɗ ɯɔŏɟɯƚ ʲƚżɾȩɟɯࡈ ǞȘɯɾƚŏƇ ȩǀ
ɾǕƚ ȘȩɟȒɯ ȩǀ ŏ ˙ʾƚƇ ƇǞɯżɟƚɾƚ ɯƚɾ ȩǀ ʲƚżɾȩɟɯࡈ ȩɟ ŏȀȀ ʲƚżɾȩɟɯ
ǞȘ ŏ ɯʕųɯɔŏżƚ ŏɯ࡫ ǞȘ ɯʕųɯɔŏżƚ ƚȒųƚƇƇǞȘǃɯࡏ࡬

ߝߠ



ξ̥χϑξ͖̐ϑ̥̙ ͖χΎͻ̥ϑξІ θξΎθ̥ξϑІ

4ƚ˙ȘǞɾǞȩȘ ,ɗ)࡫ ε)ࡷáƚɯɾɟǞżɾƚƇ vɯȩȒƚɾɟʿ Úɟȩɔƚɟɾʿ࡬
� ȒŏɾɟǞʾ � ɯŏɾǞɯ˙ƚɯ (ɗ, ε)ࡷávÚ Ǟǀࡈ ǀȩɟ ŏȀȀ ʾ ʶǞɾǕ ‖ʾ‖ߜ ≤ ɗࡈ

−ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ ≤ ‖�ʾ‖ߞߞ ≤ +ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ.

÷Ǖƚ ʲƚżɾȩɟɯ ɾǕŏɾ żŏȘ ųƚ ʶɟǞɾɾƚȘ ŏɯ �ʾ ǀȩɟ ǹ ɯɔŏɟɯƚ ʾ ȀǞƚ ǞȘ ŏ
ʕȘǞȩȘ ȩǀ ǹ ƇǞȒƚȘɯǞȩȘŏȀ ȀǞȘƚŏɟ ɯʕųɯɔŏżƚɯࡇ

ߞߠ



ξ̥χϑξ͖̐ϑ̥̙ ͖χΎͻ̥ϑξІ θξΎθ̥ξϑІ

�Șʿ ǞƇƚŏɯ ǀȩɟ Ǖȩʶ ʿȩʕ ȒǞǃǕɾ ɔɟȩʲƚ ŏ ɟŏȘƇȩȒ �� ȒŏɾɟǞʾ ʶǞɾǕ
ª(ǹ Ȁȩǃȗ/εߞ) ɟȩʶɯ ɯŏɾǞɯ˙ƚɯ (ɗ, ε)ࡷávÚࡐ

vࡏƚࡏ ɔɟȩʲƚ ɾǕŏɾ ɾǕŏɾ ɟŏȘƇȩȒ ȒŏɾɟǞʾ ɔɟƚɯƚɟʲƚɯ ɾǕƚ ȘȩɟȒ ȩǀ ƚʲƚɟʿ
ʾ ǞȘ ɾǕǞɯ ʕȘǞȩȘ ȩǀ ɯʕųɯɔŏżƚɯࡐ

ߟߠ



ξ̥χϑξ͖̐ϑ̥̙ ͖χΎͻ̥ϑξІ θξΎθ̥ξϑІ

4ƚ˙ȘǞɾǞȩȘ ,ɗ)࡫ ε)ࡷáƚɯɾɟǞżɾƚƇ vɯȩȒƚɾɟʿ Úɟȩɔƚɟɾʿ࡬
� ȒŏɾɟǞʾ � ɯŏɾǞɯ˙ƚɯ (ɗ, ε)ࡷávÚ Ǟǀࡈ ǀȩɟ ŏȀȀ ʾ ʶǞɾǕ ‖ʾ‖ߜ ≤ ɗࡈ

−ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ ≤ ‖�ʾ‖ߞߞ ≤ +ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ.

÷Ǖƚ ʲƚżɾȩɟɯ ɾǕŏɾ żŏȘ ųƚ ʶɟǞɾɾƚȘ ŏɯ �ʾ ǀȩɟ ǹ ɯɔŏɟɯƚ ʾ ȀǞƚ ǞȘ ŏ
ʕȘǞȩȘ ȩǀ ǹ ƇǞȒƚȘɯǞȩȘŏȀ ȀǞȘƚŏɟ ɯʕųɯɔŏżƚɯࡇ

ߠߠ



͖͂ξχϑ χθ˨ξχ̥ ξ̥̐Ύϻ̥ξІ ξ̥χϟͱϑ

÷ǕƚȩɟƚȒ ࡬ȒǞȘǞȒǞˌŏɾǞȩȘࡷߜ$࡫
ãʑɑɑȧɫƙ ʲƙ ŏɛƙ ǂǝʮƙȗ � ∈ Rȑ×ȗ ŏȗƆ ų = �ʾ ƿȧɛ ŏȗ ʑȗǹȗȧʲȗ
ǹࡹɫɑŏɛɫƙ ʾ ∈ Rȗࡒ sƿ � ǝɫ ,ǹߞ) ε)ࡹÚsÓ ƿȧɛ ŏȗʻ ε < ߝ ɺǔƙȗ ʾ ǝɫ ɺǔƙ
ʑȗǝɗʑƙ ȑǝȗǝȑǝˈƙɛ ȧƿࡋ

ȒǞȘ‖ˌ‖ߜ ɫʑųǱƙżɺ ɺȧ �ˌ = ų.

ࡄ CɯɾŏųȀǞɯǕƚɯ ɾǕŏɾ ǞȘǀȩɟȒŏɾǞȩȘ ɾǕƚȩɟƚɾǞżŏȀȀʿ ʶƚ żŏȘ ɟƚżȩʲƚɟ
ʾࡏ ëȩȀʲǞȘǃ ɾǕƚ ȒǞȘǞȒǞˌŏɾǞȩȘࡷߜ$ ɔɟȩųȀƚȒ Ǟɯ żȩȒɔʕɾŏɾǞȩȘŏȀȀʿ
ƇǞǀ˙żʕȀɾࡈ ɟƚɛʕǞɟǞȘǃ ª(ȗǹ) ɾǞȒƚࡏ Ħƚ ʶǞȀȀ ŏƇƇɟƚɯɯ ǀŏɯɾƚɟ
ɟƚżȩʲƚɟʿ Șƚʾɾ Ȁƚżɾʕɟƚࡏ

ߡߠ



͖͂ξχϑ χθ˨ξχ̥ ξ̥̐Ύϻ̥ξІ ξ̥χϟͱϑ

Úɟȩȩǀࡇ

ߢߠ



ξΎ̊ϟχϑ;̥χχ

vȒɔȩɟɾŏȘɾ Șȩɾƚࡇ áȩųʕɯɾ ʲƚɟɯǞȩȘɯ ȩǀ ɾǕǞɯ ɾǕƚȩɟƚȒ ŏȘƇ ɾǕƚ
ȩɾǕƚɟɯ ʶƚ ʶǞȀȀ ƇǞɯżʕɯɯ ƚʾǞɯɾࡏ ÷Ǖƚɯƚ ŏɟƚ ȒʕżǕ Ȓȩɟƚ ǞȒɔȩɟɾŏȘɾ
ɔɟŏżɾǞżŏȀȀ ʿࡏ mƚɟƚ࢈ɯ ŏ ˚ŏʲȩɟ ȩǀ ŏ ɟȩųʕɯɾ ɟƚɯʕȀɾࡇ

ࡄ ëʕɔɔȩɯƚ ų = �(ʾ+ ƚ) ʶǕƚɟƚ ʾ Ǟɯ ǹࡷɯɔŏɟɯƚ ŏȘƇ ƚ Ǟɯ ƇƚȘɯƚ
ųʕɾ Ǖŏɯ ųȩʕȘƇƚƇ ȘȩɟȒࡏ

ࡄ áƚżȩʲƚɟ ɯȩȒƚ ǹࡷɯɔŏɟɯƚ ˜ʾ ɯʕżǕ ɾǕŏɾࡇ

‖˜ʾ− ʾ‖ߞ ≤ ‖ƚ‖ߝ

ȩɟ ƚʲƚȘ

‖˜ʾ− ʾ‖ߞ ≤ ª
( √ߝ

ǹ

)
‖ƚ‖ߝ.

ߣߠ



ξΎ̊ϟχϑ;̥χχ

Ħƚ ʶǞȀȀ Șȩɾ ƇǞɯżʕɯɯ ɟȩųʕɯɾȘƚɯɯ ǞȘ ƇƚɾŏǞȀࡈ ųʕɾ Ǟɾ Ǟɯ ŏ ųǞǃ ɔŏɟɾ ȩǀ
ʶǕŏɾ Ǖŏɯ ȒŏƇƚ żȩȒɔɟƚɯɯƚƇ ɯƚȘɯǞȘǃ ɯʕżǕ ŏȘ ŏżɾǞʲƚ ɟƚɯƚŏɟżǕ
ŏɟƚŏ ǞȘ ɾǕƚ Ȁŏɯɾ ߜߞ ʿƚŏɟɯࡏ �ȩȘࡷɟȩųʕɯɾ żȩȒɔɟƚɯɯƚƇ ɯƚȘɯǞȘǃ
ɟƚɯʕȀɾɯ Ǖŏʲƚ ųƚƚȘ ǺȘȩʶȘ ǀȩɟ ŏ ȀȩȘǃ ɾǞȒƚࡇ

bŏɯɔŏɟƇ áǞżǕƚ Ƈƚ ÚɟȩȘʿࡈ Aɫɫŏʻ ƙʺɑƙɛǝȑƙȗɺŏǿ ƙɺ ŏȗŏǿʻɺǝɗʑƙࡋ ɫʑɛ
ǿƙɫ ǿȧǝɫ Ɔƙ ǿŏ Ɔǝǿŏɺŏųǝǿǝɺƙ Ɔƙ ˜ʑǝƆƙɫ ƙǿŏɫɺǝɗʑƙ ƙɺ ɫʑɛ żƙǿǿƙɫ Ɔƙ ǿŏ

ƿȧɛżƙ ƙʺɑŏȗɫǝʮƙ Ɔƙ ǿŏ ʮŏɑƙʑɛ Ɔƙ ǿࢊŏǿżȧȧǿࡌ ŏ Ɔǝƿƿƙɛƙȗɺƙɫ
ɺƙȑɑƙɛŏɺʑɛƙɫࡒ �ȩʕɟȘŏȀ Ƈƚ Ȁ࢈CżȩȀƚ ÚȩȀʿɾƚżǕȘǞɛʕƚࡈ ࡏߢߣࡵߠߞ ࡏߡߥߣߝ

ߤߠ



ξ̥χϑξ͖̐ϑ̥̙ ͖χΎͻ̥ϑξІ θξΎθ̥ξϑІ

ĦǕŏɾ ȒŏɾɟǞżƚɯ ɯŏɾǞɯǀʿ ɾǕǞɯ ɔɟȩɔƚɟɾʿࡐ

ࡄ áŏȘƇȩȒ �ȩǕȘɯȩȘࡷ�ǞȘƇƚȘɯɾɟŏʕɯɯ ȒŏɾɟǞżƚɯ ࡈbŏʕɯɯǞŏȘ࡫ ɯǞǃȘࡈ
ƚɾż࡬ࡏ ʶǞɾǕ ȑ = ª(ǹ Ȁȩǃ(ȗ/ǹ)

εߞ ) ɟȩʶɯ ŏɟƚ (ª(ǹ), ε)ࡷávÚࡏ

ëȩȒƚ ɟƚŏȀ ʶȩɟȀƇ Ƈŏɾŏ Ȓŏʿ ȀȩȩǺ ɟŏȘƇȩȒࡈ ųʕɾ ɾǕǞɯ Ǟɯ ŏȀɯȩ ŏ
ʕɯƚǀʕȀ ȩųɯƚɟʲŏɾǞȩȘ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒǞżŏȀȀʿ ʶǕƚȘ ʶƚ ʶŏȘɾ ɾȩ ƇƚɯǞǃȘ ࡏ�

ߥߠ



˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ;ࡇ ̥͑˨ϻІ ͖͑ϑϑ̥ξχ ͖; ̙˨ϑ˨ χϑξ̥˨ͻχ

ëʕɔɔȩɯƚ ʿȩʕ ʲǞƚʶ ŏ ɯɾɟƚŏȒ ȩǀ ȘʕȒųƚɟɯ ǞȘ ,ߝ . . . ,ȗࡇ

,ߠ ,ߤߝ ,ߠ ,ߝ ,ߞ ,ߠߞ ,ߢ ,ߠ ,ߟ ,ߤߝ ,ߤߝ . . .

�ǀɾƚɟ ɯȩȒƚ ɾǞȒƚࡈ ʿȩʕ ʶŏȘɾ ɾȩ ɟƚɔȩɟɾ ʶǕǞżǕ ǹ ǞɾƚȒɯ ŏɔɔƚŏɟƚƇ
Ȓȩɯɾ ǀɟƚɛʕƚȘɾȀʿ ǞȘ ɾǕƚ ɯɾɟƚŏȒࡏ

Cࡏǃࡏ �ȒŏˌȩȘ Ǟɯ ȒȩȘǞɾȩɟǞȘǃ ʶƚųࡷȀȩǃɯ ɾȩ ɯƚƚ ʶǕǞżǕ ɔɟȩƇʕżɾ
ɔŏǃƚɯ ɔƚȩɔȀƚ ʲǞƚʶࡏ ÷Ǖƚʿ ʶŏȘɾ ɾȩ ˙ǃʕɟƚ ȩʕɾ ʶǕǞżǕ ɔɟȩƇʕżɾɯ ŏɟƚ
ʲǞƚʶƚƇ Ȓȩɯɾ ǀɟƚɛʕƚȘɾȀ ʿࡏ ȗ ≈ ߜߜߡ ȒǞȀȀǞȩȘࡏ

mȩʶ żŏȘ ʿȩʕ Ƈȩ ɾǕǞɯ ɛʕǞżǺȀʿ ǞȘ ɯȒŏȀȀ ɯɔŏżƚࡐ

ߜߡ



˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ;ࡇ ̥͑˨ϻІ ͖͑ϑϑ̥ξχ ͖; ̙˨ϑ˨ χϑξ̥˨ͻχ

ࡄ Cʲƚɟʿ ɾǞȒƚ ʶƚ ɟƚżƚǞʲƚ ŏ ȘʕȒųƚɟ ǝ ǞȘ ɾǕƚ ɯɾɟƚŏȒࡈ ŏƇƇ
żȩȀʕȒȘ �ǝ ɾȩ ųࡏ

ߝߡ



˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ;ࡇ ̥͑˨ϻІ ͖͑ϑϑ̥ξχ ͖; ̙˨ϑ˨ χϑξ̥˨ͻχ

ࡄ �ɾ ɾǕƚ ƚȘƇ ų = �ʾ ǀȩɟ ŏȘ ŏɔɔɟȩʾǞȒŏɾƚȀʿ ɯɔŏɟɯƚ ʾ Ǟǀ ɾǕƚɟƚ
ʶƚɟƚ ȩȘȀʿ ŏ ǀƚʶ Ǖƚŏʲʿࢅ ǕǞɾɾƚɟɯࡏࢆ áƚżȩʲƚɟ ʾ ǀɟȩȒ ų ʕɯǞȘǃ ŏ
ɯɔŏɟɯƚ ɟƚżȩʲƚɟʿ ȒƚɾǕȩƇ ȀǞǺƚ࡫ ߜ$ ȒǞȘǞȒǞˌŏɾǞȩȘࡏ࡬

ߞߡ



˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ;ࡇ χ͖;͇ͱ̥ θ͖Ѕ̥ͱ ̐˨ͻ̥ξ˨

÷ʿɔǞżŏȀ ŏżɛʕǞɯǞɾǞȩȘ ȩǀ ǞȒŏǃƚ ųʿ żŏȒƚɟŏࡇ

áƚɛʕǞɟƚɯ ȩȘƚ ǞȒŏǃƚ ɯƚȘɯȩɟ ɔƚɟ ɔǞʾƚȀ żŏɔɾʕɟƚƇࡏ

ߟߡ



˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ;ࡇ χ͖;͇ͱ̥ θ͖Ѕ̥ͱ ̐˨ͻ̥ξ˨

+ȩȒɔɟƚɯɯƚƇ ŏżɛʕǞɯǞɾǞȩȘ ȩǀ ǞȒŏǃƚࡇ

ɑ =
∑

ǝ=ߝ
ʺǝ =

[
ߝ ߝ . . . ߝ

]





ߝʺ
ߞʺ
ࡏࡏࡏ
ʺȗ





4ȩƚɯ Șȩɾ ɔɟȩʲǞƇƚ ʲƚɟʿ ȒʕżǕ ǞȘǀȩɟȒŏɾǞȩȘ ŏųȩʕɾ ɾǕƚ ǞȒŏǃƚࡏ
ߠߡ



˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ;ࡇ χ͖;͇ͱ̥ θ͖Ѕ̥ͱ ̐˨ͻ̥ξ˨

$ʕɾ ɯƚʲƚɟŏȀ ɟŏȘƇȩȒ ȀǞȘƚŏɟ ȒƚŏɯʕɟƚȒƚȘɾɯ Ƈȩࡋ

ɑ =
∑

ǝ=ߝ
Úǝʺǝ =

[
ߜ ߝ ߜ ߜ . . . ߝ

]





ߝʺ
ߞʺ
ࡏࡏࡏ
ʺȗ





ߡߡ



˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ;ࡇ χ͖;͇ͱ̥ θ͖Ѕ̥ͱ ̐˨ͻ̥ξ˨

�ɔɔȀǞżŏɾǞȩȘɯ ǞȘࡇ

ࡄ vȒŏǃǞȘǃ ȩʕɾɯǞƇƚ ȩǀ ɾǕƚ ʲǞɯǞųȀƚ ɯɔƚżɾɟʕȒ Ȓȩɟƚ࡫ ƚʾɔƚȘɯǞʲƚ
ɯƚȘɯȩɟɯࡏ࡬

ࡄ �Ǟżɟȩɯżȩɔ ʿࡏ
ࡄ °ɾǕƚɟ ɯżǞƚȘɾǞ˙ż ǞȒŏǃǞȘǃࡏ

+ȩȒɔɟƚɯɯƚƇ ɯƚȘɯǞȘǃ ɾǕƚȩɟʿ Ƈȩƚɯ Șȩɾ ƚʾŏżɾȀʿ ƇƚɯżɟǞųƚ ɾǕƚ
ɔɟȩųȀƚȒࡈ ųʕɾ Ǖŏɯ ųƚƚȘ ʲƚɟʿ ʲŏȀʕŏųȀƚ ǞȘ ȒȩƇƚȀǞȘǃ Ǟɾࡏ

ߢߡ



ϑ̥͑ ̙͖χ̐ξ̥ϑ̥ ͂Ύϟξ͖̥ξ ͻ˨ϑξ͖Ѕ

÷Ǖƚ ȗ× ȗ ƇǞɯżɟƚɾƚ _ȩʕɟǞƚɟ ȒŏɾɟǞʾ _ Ǟɯ Ƈƚ˙ȘƚƇࡇ
]Ǳ,ǹ = ƙ−ߞπǝ

ȗ Ǳ·ǹ

áƚżŏȀȀ ɾǕŏɾ ƙ−ߞπǝ
ȗ Ǳ·ǹ = żȧɫ(ߞπǱǹ/ȗ)− ǝ ɯǞȘ(ߞπǱǹ/ȗ)ࡏ

ëƚɾ � ɾȩ żȩȘɾŏǞȘ ŏ ɟŏȘƇȩȒ ≈ ª̃(ǹ Ȁȩǃȗ) ɟŏȘƇȩȒ ɟȩʶɯ ȩǀ ɾǕǞɯ
ȒŏɾɟǞʾࡏ ߣߡ



ξ̥χϑξ͖̐ϑ̥̙ ͖χΎͻ̥ϑξІ θξΎθ̥ξϑІ

4ƚ˙ȘǞɾǞȩȘ ,ɗ)࡫ ε)ࡷáƚɯɾɟǞżɾƚƇ vɯȩȒƚɾɟʿ Úɟȩɔƚɟɾʿ࡬
� ȒŏɾɟǞʾ � ɯŏɾǞɯ˙ƚɯ (ɗ, ε)ࡷávÚ Ǟǀࡈ ǀȩɟ ŏȀȀ ʾ ʶǞɾǕ ‖ʾ‖ߜ ≤ ɗࡈ

−ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ ≤ ‖�ʾ‖ߞߞ ≤ +ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ.

ĆȘǞǀȩɟȒȀʿ ɯʕųɯŏȒɔȀƚƇ 4Ǟɯżɟƚɾƚ _ȩʕɟǞƚɟ ȒŏɾɟǞżƚɯ ʶǞɾǕ
ȑ ∼ ª

(
ǹ Ȁȩǃߞ ǹ Ȁȩǃ ȗ

εߞ

)
ɟȩʶɯ (ª(ǹ), ε)ࡷávÚࡏ ࡈmŏʲǞʲ࡟ áƚǃƚʲࡈ ࡏࡠߢߝߜߞ

vȒɔɟȩʲƚɯ ȩȘ ŏ ȀȩȘǃ ȀǞȘƚ ȩǀ ʶȩɟǺࡇ +ŏȘƇƩɯࡈ ÷ŏȩࡈ áʕƇƚȀɯȩȘࡈ
ģƚɟɯǕʿȘǞȘࡈ +ǕƚɟŏǃǕżǕǞࡈ bʕɟʕɯʶŏȒǞࡈ ģƚȀǞȘǃǺƚɟࡈ $ȩʕɟǃŏǞȘࡏ

�ǞǃǕɾ ųƚ ųƚȀǞƚʲŏųȀƚ ųŏɯƚƇ ȩȘ ȩʕɟ ŏȘŏȀʿɯǞɯ ȩǀ ɾǕƚ ɯʕųɯŏȒɔȀƚƇ
mŏƇŏȒŏɟƇ ȒŏɾɟǞʾࡈ ʶǕǞżǕ Ǟɯ żȀȩɯƚȀʿ ɟƚȀŏɾƚƇ ȩɾ ɾǕƚ 4Ǟɯżɟƚɾƚ
_ȩʕɟǞƚɟ ȒŏɾɟǞʾࡏ

ߤߡ



ϑ̥͑ ̙͖χ̐ξ̥ϑ̥ ͂Ύϟξ͖̥ξ ͻ˨ϑξ͖Ѕ

_ʾ Ǟɯ ɾǕƚ 4Ǟɯżɟƚɾƚ _ȩʕɟǞƚɟ ÷ɟŏȘɯǀȩɟȒ ȩǀ ɾǕƚ ʲƚżɾȩɟ ʾ ʶǕŏɾ࡫ ŏȘ
__÷ żȩȒɔʕɾƚɯࡏ࡬

4ƚżȩȒɔȩɯƚɯ ʾ ǞȘɾȩ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ ǀɟƚɛʕƚȘżǞƚɯࡇ [_ʾ]Ǳ Ǟɯ ɾǕƚ
żȩȒɔȩȘƚȘɾ ʶǞɾǕ ǀɟƚɛʕƚȘżʿ Ǳ/ȗࡏ

$ƚżŏʕɯƚ _∗_ = vࡈ _∗_ʾ = ʾࡈ ɯȩ ʶƚ żŏȘ ɟƚżȩʲƚɟ ʾ Ǟǀ ʶƚ Ǖŏʲƚ
ŏżżƚɯɯ ɾȩ Ǟɾɯ ࡈ÷_4 _ʾࡏ

ߥߡ



ϑ̥͑ ̙͖χ̐ξ̥ϑ̥ ͂Ύϟξ͖̥ξ ͻ˨ϑξ͖Ѕ

vǀ � Ǟɯ ŏ ɯʕųɯƚɾ ȩǀ ɗ ɟȩʶɯ ǀɟȩȒ ࡈ_ ɾǕƚȘ �ʾ Ǟɯ ŏ ɯʕųɯƚɾ ȩǀ ɟŏȘƇȩȒ
ǀɟƚɛʕƚȘżʿ żȩȒɔȩȘƚȘɾɯ ǀɟȩȒ ʾ࢈ɯ ƇǞɯżɟƚɾƚ _ȩʕɟǞƚɟ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒࡏ

vȘ ȒŏȘʿ ɯżǞƚȘɾǞ˙ż ŏɔɔȀǞżŏɾǞȩȘɯࡈ ʶƚ żŏȘ żȩȀȀƚżɾ ƚȘɾɟǞƚɯ ȩǀ _ʾ ȩȘƚ
ŏɾ ŏ ɾǞȒƚ ǀȩɟ ɯȩȒƚ ʕȘȩųɯƚɟʲƚƇ Ƈŏɾŏ ʲƚżɾȩɟ ʾࡏ

ߜߢ



˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ;ࡇ ͇̥Ύθ͑Іχ͖̐χ

ĦŏɟȘǞȘǃࡇ ʲƚɟʿ żŏɟɾȩȩȘǞɯǕ ƚʾɔȀŏȘŏɾǞȩȘ ȩǀ ʲƚɟʿ żȩȒɔȀƚʾ ɔɟȩųȀƚȒࡏ

ĆȘƇƚɟɯɾŏȘƇǞȘǃ ʶǕŏɾ ȒŏɾƚɟǞŏȀ Ǟɯ ųƚȘƚŏɾǕ ɾǕƚ żɟʕɯɾࡇ

÷ǕǞȘǺ ȩǀ ʲƚżɾȩɟ ʾ ŏɯ ɯżŏȀŏɟ ʲŏȀʕƚɯ ȩǀ ɾǕƚ ƇƚȘɯǞɾʿࡕɟƚ˚ƚżɾǞʲǞɾʿ ǞȘ
ŏ ɯǞȘǃȀƚ ʲƚɟɾǞżŏȀ żȩɟƚ ȩǀ ɾǕƚ ƚŏɟɾǕࡏ

mȩʶ Ƈȩ ʶƚ Ȓƚŏɯʕɟƚ ƚȘɾɟǞƚɯ ȩǀ _ȩʕɟǞƚɟ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒ _ʾࡐ

ߝߢ



˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ;ࡇ ͇̥Ύθ͑Іχ͖̐χ

ģǞųɟŏɾƚ ɾǕƚ ƚŏɟɾǕ ŏɾ ƇǞǀǀƚɟƚȘɾ ǀɟƚɛʕƚȘżǞƚɯࡋ �ȘƇ Ȓƚŏɯʕɟƚ ɾǕƚ
ɟƚɯɔȩȘɯƚࡏ

ģǞųɟȩɯƚǞɯ ÷ɟʕżǺ

+ŏȘ ŏȀɯȩ ʕɯƚ ŏǞɟǃʕȘɯࡈ żȩȘɾɟȩȀȀƚƇ ƚʾɔȀȩɟŏɾǞȩȘɯࡈ ʲǞųɟŏɾǞȩȘɯ ǀɟȩȒ
ƇɟǞȀȀǞȘǃࡈ ƚɾżࡏ ÷Ǖƚ ǀƚʶƚɟ ȒƚŏɯʕɟƚȒƚȘɾɯ ʶƚ ȘƚƚƇ ǀɟȩȒ _ʾࡈ ɾǕƚ
żǕƚŏɔƚɟ ŏȘƇ ǀŏɯɾƚɟ ȩʕɟ Ƈŏɾŏ ŏżɛʕǞɯǞɾǞȩȘ ɔɟȩżƚɯɯ ųƚżȩȒƚɯࡏ

�ǞȀȀƚɟ ŏɔɔࡇ °ǞȀ CʾɔȀȩɟŏɾǞȩȘࡏ ߞߢ



˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ;ࡇ ͇̥Ύθ͑Іχ͖̐χ

ĦŏɟȘǞȘǃࡇ ʲƚɟʿ żŏɟɾȩȩȘǞɯǕ ƚʾɔȀŏȘŏɾǞȩȘ ȩǀ ʲƚɟʿ żȩȒɔȀƚʾ ɔɟȩųȀƚȒࡏ

�ƚƇǞżŏȀ vȒŏǃǞȘǃ ࡬�áv࡫

ģƚżɾȩɟ ʾ Ǖƚɟƚ Ǟɯ ŏ 4ߞ ǞȒŏǃƚࡏ CʲƚɟʿɾǕǞȘǃ ʶȩɟǺɯ ʶǞɾǕ 4ߞ _ȩʕɟǞƚɟ
ɾɟŏȘɯǀȩɟȒɯࡏ

mȩʶ Ƈȩ ʶƚ Ȓƚŏɯʕɟƚ ƚȘɾɟǞƚɯ ȩǀ _ȩʕɟǞƚɟ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒ _ʾࡐ

ߟߢ



˨θθͱ͖̐˨ϑ͖Ύ;ࡇ ͇̥Ύθ͑Іχ͖̐χ

$Ȁŏɯɾ ųȩƇʿ ʶǞɾǕ ɯȩʕȘƇɯ ʶŏʲƚɯ ʶŏʲƚɯ ȩǀ ʲŏɟʿǞȘǃ ǀɟƚɛʕƚȘżǞƚɯࡏ

÷Ǖƚ ǀƚʶƚɟ ȒƚŏɯʕɟƚȒƚȘɾɯ ʶƚ ȘƚƚƇ ǀɟȩȒ _ʾࡈ ɾǕƚ ǀŏɯɾƚɟ ʶƚ żŏȘ
ŏżɛʕǞɟƚ ŏȘƇ ǞȒŏǃƚࡏ

ࡄ CɯɔƚżǞŏȀȀʿ ǞȒɔȩɟɾŏȘɾ ʶǕƚȘ ɾɟʿǞȘǃ ɾȩ żŏɔɾʕɟƚ ɯȩȒƚɾǕǞȘǃ
ȒȩʲǞȘǃ ࡏǃࡏƚ࡫ ȀʕȘǃɯࡈ ųŏų ʿࡈ żǕǞȀƇ ʶǕȩ żŏȘ࢈ɾ ɯǞɾ ɯɾǞȀȀࡏ࡬

ࡄ +ŏȘ ŏȀɯȩ żʕɾ ƇȩʶȘ ȩȘ ɔȩʶƚɟ ɟƚɛʕǞɟƚȒƚȘɾɯ ʶǕǞżǕ࡫ ǀȩɟ �áv
ȒŏżǕǞȘƚɯ ŏɟƚ Ǖʕǃƚࡏ࡬ ߠߢ



ξ̥χϑξ͖̐ϑ̥̙ ͖χΎͻ̥ϑξІ θξΎθ̥ξϑІ

4ƚ˙ȘǞɾǞȩȘ ,ɗ)࡫ ε)ࡷáƚɯɾɟǞżɾƚƇ vɯȩȒƚɾɟʿ Úɟȩɔƚɟɾʿ࡬
� ȒŏɾɟǞʾ � ɯŏɾǞɯ˙ƚɯ (ɗ, ε)ࡷávÚ Ǟǀࡈ ǀȩɟ ŏȀȀ ʾ ʶǞɾǕ ‖ʾ‖ߜ ≤ ɗࡈ

−ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ ≤ ‖�ʾ‖ߞߞ ≤ +ߝ) ε)‖ʾ‖ߞߞ.

�ȩɾɯ ȩǀ ȩɾǕƚɟ ɟŏȘƇȩȒ ȒŏɾɟǞżƚɯ ɯŏɾǞɯǀʿ ávÚ ŏɯ ʶƚȀȀࡏ

°Șƚ Ȓŏǲȩɟ ɾǕƚȩɟƚɾǞżŏȀ ɛʕƚɯɾǞȩȘ Ǟɯ Ǟǀ ʶƚ żŏȘ ƇƚɾƚɟȒǞȘǞɯɾǞżŏȀȀʿ
żȩȘɯɾɟʕżɾ ǃȩȩƇ ávÚ ȒŏɾɟǞżƚɯࡏ vȘɾƚɟƚɯɾǞȘǃȀ ʿࡈ Ǟǀ ʶƚ ʶŏȘɾ
(ª(ǹ),ª(ߝ)) ávÚࡈ ʶƚ żŏȘ ȩȘȀʿ Ƈȩ ɯȩ ʶǞɾǕ ª(ǹߞ) ɟȩʶɯ Șȩʶ࡫ ʲƚɟʿ
ɯȀǞǃǕɾȀʿ ųƚɾɾƚɟ ࡵ ɾǕŏȘǺɯ ɾȩ $ȩʕɟǃŏǞȘ ƚɾ ŏȀࡏ࡬ࡏ

ĦǕƚɾǕƚɟ ȩɟ Șȩɾ ŏ ȀǞȘƚŏɟ ƇƚɔƚȘƇƚȘżƚ ȩȘ ǹ Ǟɯ ɔȩɯɯǞųȀƚ ʶǞɾǕ ŏ
ƇƚɾƚɟȒǞȘǞɯɾǞż żȩȘɯɾɟʕżɾǞȩȘ Ǟɯ ʕȘǺȘȩʶȘࡏ

ߡߢ



͂˨χϑ̥ξ χθ˨ξχ̥ ξ̥̐Ύϻ̥ξІ

÷ǕƚȩɟƚȒ ࡬ȒǞȘǞȒǞˌŏɾǞȩȘࡷߜ$࡫
ãʑɑɑȧɫƙ ʲƙ ŏɛƙ ǂǝʮƙȗ � ∈ Rȑ×ȗ ŏȗƆ ų = �ʾ ƿȧɛ ŏȗ ʑȗǹȗȧʲȗ
ǹࡹɫɑŏɛɫƙ ʾࡒ sƿ � ǝɫ ,ǹߞ) ε)ࡹÚsÓ ƿȧɛ ŏȗʻ ε < ߝ ɺǔƙȗ ʾ ǝɫ ɺǔƙ ʑȗǝɗʑƙ
ȑǝȗǝȑǝˈƙɛ ȧƿࡋ

ȒǞȘ‖ˌ‖ߜ ɫʑųǱƙżɺ ɺȧ �ˌ = ų.

�ȀǃȩɟǞɾǕȒ ɛʕƚɯɾǞȩȘࡇ +ŏȘ ʶƚ ɟƚżȩʲƚɟ ʾ ʕɯǞȘǃ ŏ ǀŏɯɾƚɟ ȒƚɾǕȩƇࡐ
vƇƚŏȀȀʿ ǞȘ ɔȩȀʿȘȩȒǞŏȀ ɾǞȒƚࡏ

ߢߢ



̊˨χ͖χ θϟξχϟ͖ϑ

+ȩȘʲƚʾ ɟƚȀŏʾŏɾǞȩȘ ȩǀ ɾǕƚ ߜ$ ȒǞȘǞȒǞˌŏɾǞȩȘ ɔɟȩųȀƚȒࡇ
ÚɟȩųȀƚȒ ŏɯǞɯ$࡫ ÚʕɟɯʕǞɾࡈ Ǟࡏƚࡏ ߝ$ ȒǞȘǞȒǞˌŏɾǞȩȘ࡬ࡏ

ȒǞȘ
ˌ

ߝ‖ˌ‖ ɫʑųǱƙżɺ ɺȧ �ˌ = ų.

ࡄ °ųǲƚżɾǞʲƚ Ǟɯ żȩȘʲƚʾࡇ

ࡄ °ɔɾǞȒǞˌǞȘǃ ȩʲƚɟ żȩȘʲƚʾ ɯƚɾࡇ

ĦǕŏɾ Ǟɯ ȩȘƚ ȒƚɾǕȩƇ ʶƚ ǺȘȩʶ ǀȩɟ ɯȩȀʲǞȘǃ ɾǕǞɯ ɔɟȩųȀƚȒࡐ

ߣߢ



̊˨χ͖χ θϟξχϟ͖ϑ ͱ͖;̥˨ξ θξΎ͇ξ˨ͻ

CɛʕǞʲŏȀƚȘɾ ǀȩɟȒʕȀŏɾǞȩȘࡇ

ÚɟȩųȀƚȒ ŏɯǞɯ$࡫ ÚʕɟɯʕǞɾ �ǞȘƚŏɟ ÚɟȩǃɟŏȒ࡬ࡏ

ȒǞȘ
ʶ,ˌ

îʶߝ ɫʑųǱƙżɺ ɺȧ �ˌ = ų,−ʶ ≤ ˌ ≤ ʶ.

+ŏȘ ųƚ ɯȩȀʲƚƇ ʕɯǞȘǃ ŏȘʿ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒ ǀȩɟ ȀǞȘƚŏɟ ɔɟȩǃɟŏȒȒǞȘǃࡏ �Ș
vȘɾƚɟǞȩɟ ÚȩǞȘɾ �ƚɾǕȩƇ ʶǞȀȀ ɟʕȘ ǞȘ ŏɾ ʶȩɟɯɾ ∼ ª(ȗߡ.ߟ) ɾǞȒƚࡏ

ߤߢ



̊˨χ͖χ θϟξχϟ͖ϑ ͖;ϑϟ͖ϑ͖Ύ;

ëʕɔɔȩɯƚ � Ǟɯ ×ߞ ࡈߝ ɯȩ ų Ǟɯ ǲʕɯɾ ŏ ɯżŏȀŏɟ ŏȘƇ ʾ Ǟɯ ŏ
ƇǞȒƚȘɯǞȩȘŏȀࡷߞ ʲƚżɾȩɟࡏ

ģƚɟɾǞżƚɯ ȩǀ ȀƚʲƚȀ ɯƚɾɯ ȩǀ ߝ$ ȘȩɟȒ
żȩɟɟƚɯɔȩȘƇ ɾȩ ɯɔŏɟɯƚ ɯȩȀʕɾǞȩȘɯࡏ

÷ǕǞɯ Ǟɯ Șȩɾ ɾǕƚ żŏɯƚ ƚࡏǃࡏ ǀȩɟ ɾǕƚ ߞ$
ȘȩɟȒࡏ

ߥߢ



̊˨χ͖χ θϟξχϟ͖ϑ ˨;˨ͱІχ͖χ

÷ǕƚȩɟƚȒ
sƿ � ǝɫ ,ǹߟ) ε)ࡹÚsÓ ƿȧɛ ε < ߣߝ. ŏȗƆ ‖ʾ‖ߜ = ǹࡌ ɺǔƙȗ ˈ$ = ʾ ǝɫ ɺǔƙ
ʑȗǝɗʑƙ ȧɑɺǝȑŏǿ ɫȧǿʑɺǝȧȗ ȧƿ ɺǔƙ $ŏɫǝɫ Óʑɛɫʑǝɺ �Óࡒࡨ

ëǞȒǞȀŏɟ ɔɟȩȩǀ ɾȩ ߜ$ ȒǞȘǞȒǞˌŏɾǞȩȘࡇ
ࡄ $ʿ ʶŏʿ ȩǀ żȩȘɾɟŏƇǞżɾǞȩȘࡈ ŏɯɯʕȒƚ ʾ Ǟɯ Șȩɾ ɾǕƚ ȩɔɾǞȒŏȀ
ɯȩȀʕɾǞȩȘࡏ ÷ǕƚȘ ɾǕƚɟƚ ƚʾǞɯɾɯ ɯȩȒƚ ȘȩȘࡷˌƚɟȩ ∆ ɯʕżǕ ɾǕŏɾࡇ

ࡄ ‖ʾ+∆‖ߝ ≤ ‖ʾ‖ߝ
ࡄ �(ʾ+∆) = �ʾࡏ vࡏƚࡏ �∆ = ࡏߜ

4ǞǀǀƚɟƚȘżƚ Ǟɯ ɾǕŏɾ ʶƚ żŏȘ Șȩ ȀȩȘǃƚɟ ŏɯɯʕȒƚ ɾǕŏɾ ∆ Ǟɯ ɯɔŏɟɯƚࡏ

°ȘȀʿ ȩȘƚ ɾȩȩȀ ȘƚƚƇƚƇࡇ
_ȩɟ ŏȘʿ ɗࡷɯɔŏɟɯƚ ʲƚżɾȩɟ ʶ, ‖ʶ‖ߞ ≤ ‖ʶ‖ߝ ≤

√ɗ‖ʶ‖ߞ

ߜߣ



̊˨χ͖χ θϟξχϟ͖ϑ ˨;˨ͱІχ͖χ

ëȩȒƚ Ƈƚ˙ȘǞɾǞȩȘɯࡇ

ߝߣ



̊˨χ͖χ θϟξχϟ͖ϑ ˨;˨ͱІχ͖χ

+ȀŏǞȒ ࡇߝ ‖∆ã‖ߝ ≥ ‖∆ã̄‖ߝ

ߞߣ



̊˨χ͖χ θϟξχϟ͖ϑ ˨;˨ͱІχ͖χ

+ȀŏǞȒ ࡇߞ ‖∆ã‖ߞ ≥
√
ߞ
∑

Ǳ≥ߞ ‖îǱ‖ࡇߞ

ߟߣ



̊˨χ͖χ θϟξχϟ͖ϑ ˨;˨ͱІχ͖χ

_ǞȘǞɯǕ ʕɔ ɔɟȩȩǀ ųʿ żȩȘɾɟŏƇǞżɾǞȩȘࡇ

ߠߣ



͂˨χϑ̥ξ ͻ̥ϑ͑Ύ̙χ

� Ȁȩɾ Ȁȩɾ ȩǀ ǞȘɾƚɟƚɯɾ ǞȘ ƇƚʲƚȀȩɔǞȘǃ ƚʲƚȘ ǀŏɯɾƚɟ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒɯ ɾǕŏɾ
ŏʲȩǞƇ ʕɯǞȘǃ ɾǕƚ Ǖƚŏʲʿࢅ ǕŏȒȒƚɟࢆ ȩǀ ȀǞȘƚŏɟ ɔɟȩǃɟŏȒȒǞȘǃ ŏȘƇ
ɟʕȘ ǞȘ ƚʲƚȘ ǀŏɯɾƚɟ ɾǕŏȘ ª(ȗߡ.ߟ) ɾǞȒƚࡏ

ࡄ vɾƚɟŏɾǞʲƚ mŏɟƇ ÷ǕɟƚɯǕȩȀƇǞȘǃࡇ �ȩȩǺɯ ŏ Ȁȩɾ ȀǞǺƚ ɔɟȩǲƚżɾƚƇ
ǃɟŏƇǞƚȘɾ ƇƚɯżƚȘɾࡏ ëȩȀʲƚ ȒǞȘˌ ‖�ˌ− ų‖ ʶǕǞȀƚ żȩȘɾǞȘʕŏȀȀʿ
ɔɟȩǲƚżɾǞȘǃ ˈ ųŏżǺ ɾȩ ɾǕƚ ɯƚɾ ȩǀ ǹࡷɯɔŏɟɯƚ ʲƚżɾȩɟɯࡏ áʕȘɯ ǞȘ
ɾǞȒƚ ∼ ª(ȗǹ Ȁȩǃȗ) ǀȩɟ bŏʕɯɯǞŏȘ ȒƚŏɯʕɟƚȒƚȘɾ ȒŏɾɟǞżƚɯ
ŏȘƇ ª(ȗ Ȁȩǃȗ) ǀȩɟ ɯʕųɯŏȒɔȀƚƇ _ȩʕɟƚɟ ȒŏɾɟǞżƚɯࡏ

ࡄ °ɾǕƚɟ ɟɯɾ˙ࢅ ȩɟƇƚɟࢆ ɾʿɔƚ ȒƚɾǕȩƇɯࡇ °ɟɾǕȩǃȩȘŏȀ �ŏɾżǕǞȘǃ
ÚʕɟɯʕǞɾࡈ +ȩëŏ�Úࡈ ëʕųɯɔŏżƚ ÚʕɟɯʕǞɾࡈ ƚɾżࡏ

ߡߣ



͂˨χϑ̥ξ ͻ̥ϑ͑Ύ̙χ

ĦǕƚȘ � Ǟɯ ŏ ɯʕųɯŏȒɔȀƚƇ _ȩʕɟǞƚɟ ȒŏɾɟǞʾࡈ ɾǕƚɟƚ ŏɟƚ Șȩʶ
ȒƚɾǕȩƇɯ ɾǕŏɾ ɟʕȘ ǞȘ ª(ǹ Ȁȩǃż ȗ) ɾǞȒƚ ࡈmŏɯɯŏȘǞƚǕ࡟ vȘƇʿǺࡈ
�ŏɔɟŏȀȩʲࡈ �ŏɾŏųǞࡈ ÚɟǞżƚࡈ ëǕǞࡈ ƚɾżࡏ ࡏࡠࣹߞߝߜߞ

mȩȀƇ ʕɔࡏࡏࡏ

ߢߣ



χθ˨ξχ̥ ͂Ύϟξ͖̥ξ ϑξ˨;χ͂Ύξͻ

+ȩɟȩȀȀŏɟʿࡇ ĦǕƚȘ ʾ Ǟɯ ǹࡷɯɔŏɟɯƚࡈ ʶƚ żŏȘ żȩȒɔʕɾƚ ɾǕƚ ǞȘʲƚɟɯƚ
_ȩʕɟǞƚɟ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒ _∗_ʾ ȩǀ _ʾ ǞȘ ª(ǹ Ȁȩǃż ȗ) ɾǞȒƚࡋ

ࡄ áŏȘƇȩȒȀʿ ɯʕųɯŏȒɔȀƚ _ʾࡏ
ࡄ _ƚƚƇ ɾǕŏɾ ǞȘɔʕɾ ǞȘɾȩ ȩʕɟ ɯɔŏɟɯƚ ɟƚżȩʲƚɟʿ ŏȀǃȩɟǞɾǕȒ ɾȩ
ƚʾɾɟŏżɾ ʾࡏ

_ȩʕɟǞƚɟ ŏȘƇ ǞȘʲƚɟɯƚ _ȩʕɟǞƚɟ ɾɟŏȘɯǀȩɟȒɯ ǞȘ ɯʕųȀǞȘƚŏɟ ɾǞȒƚ ʶǕƚȘ
ɾǕƚ ȩʕɾɔʕɾ Ǟɯ ɯɔŏɟɯƚࡏ

�ɔɔȀǞżŏɾǞȩȘɯ ǞȘࡇ ĦǞɟƚȀƚɯɯ żȩȒȒʕȘǞżŏɾǞȩȘɯࡈ bÚëࡈ ɔɟȩɾƚǞȘ
ǞȒŏǃǞȘǃࡈ ɟŏƇǞȩ ŏɯɾɟȩȘȩȒ ʿࡈ ƚɾżࡏ ƚɾżࡏ ߣߣ


